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Introducao

Esta é uma versdo preliminar do livro texto a ser usado no curso de pés-
graduacio de geometria complexa no departamento de matematica, IMECC,
UNICAMP. Esta versio é baseada nas notas de aula apresentadas em 2012 e
2013.

Uma caracteristica particular deste livro é o fato de abordar varias cate-
gorias de geometria: algébrica, complexa, simplética, e térica, assim como
relacdes entre elas.

O objetivo do texto é apresentar a conjectura da simetria homolégica do
espelho de Maxim Kontsevich, assim como suas implicacoes aos diamantes de
Hodge das variedades.
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Capitulo 1

Geometria Complexa

[GH94]

1.1 Variedades Complexas
1.1.1 DEFINICAO (Cauchy-Riemann). Dado um ponto z = (z1,...,2,) € C",
escrevemos

Zj=xj+ iyj

para as partes reais e imaginarias. O espacgo cotangente a um ponto em
C" =R?" (como variedade diferencidvel real) é gerado por

spang{dx;,dy;li=1,...,n}.
Também podemos trabalhar com a base complexa
dzj:=dxj+idy;j,
dzj:=dxj—idyj,

para a qual a base dual é

J

1 .
0z, 1= 5 (0, ~10y),

1 .
0z, 1= 2 (axj + zayj).

Seja f: U c C"™ — C" uma aplicacéo de classe C°(U). A diferencial dela se
escreve como

m m
dfy =) 0.,fdz;+) 05 fdz},
1 1

e assim introduzimos a notacéao

m
of := Z@ijde
1

of :=y 05 fdz;.
1



Geometria Complexa Variedades Complexas

Dizemos que f é holomorfa se ela satisfaz as equacées de Cauchy-Riemann

af=0.

1.1.2 Observacao. Seja f: C — C uma aplicacéo de classe C! e escreva-a como
f(x,y) = ulx,y)+iv(x,y), onde u,v: C — R sio as partes real e imaginarias,
respectivamente. Entéo as equacoes de Cauchy-Riemann se reescrevem como

Oxu =0yv (1.1)
O0yu = —0yV. (1.2)

Isto segue do fato de que

20f = (0x(u +iv) +i0,(u +iv))
=0xU + 10,0 +i0yu —0yv
= (Oxu - dyv) +1 (Gyu + axv) .

1.1.3 Exercicio. Generalize a Observacdo 1.1.2 para uma aplicagéo f: C* — C
de classe C!.

1.1.4 DEFINICAO. Uma aplicagéo f: U cC™ — C" é analitica em c € U se ela
se escreve numa vizinhanca de ¢ como série de Taylor. Mais precisamente, ela
é analitica se existir uma vizinhanca V c U de ¢ onde, para cada componente
fj de f, existem coeficientes a; € C (indexados por N) tais que a série

fiz1,...,2m) = > ar(zr =)t (zp —c)fm
1=k, em)ENT

converge absolutamente e uniformamente para f;(z). Dizemos que f é anali-
tica se ela for analitica em ¢ para cada ¢ no seu dominio U.

1.1.5 Proposicao. Seja f: U c C™ — C" uma aplicacdo de classe C®(U).
Entdo as seguintes propriedades sdo equivalentes:

* f é holomorfa;
* f é analitica.

1.1.6 Observagdo. Se n=m =1, uma aplicacéo f: U < C — C é holomorfa se, e
86 se, o limite

i fz+h)-f(h)
m--——-
h—0 h

existe.

1.1.7 Exemplo. As seguintes aplicagoes sdo de classe C°°(C) mas nédo sido
holomorfas:

e f:C—C,z—Rez.
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\/

c" ppo ot c"

Figura 1.1: Uma variedade complexa M com cartas ¢, e ¢g.

e f:C—C,z—2Z.

1.1.8 DEFINICAO. Uma variedade complexa de dimenséo n é uma variedade
lisa que admite uma cobertura aberta {U,} e cartas ¢,: Uy — C" tais que as
funcoes de transigdo ¢, o ‘P;_il sdo holomorfas em U, NUpg para cada a, §.

Uma subvariedade analitica de M é um subconjunto X que é localmente
o conjunto de zeros de func¢des holomorfas. Mais explicitamente, para cada
p € X existem uma vizinhanca U de p e aplicacgées f71,...,[n € O(U) tais que
XnU={qeU|fi(q)=0Vi=1,...,m}. Uma hipersuperficie analitica é uma
subvariedade analitica de codimensio 1.

1.1.9 DEFINICAO. O espaco projetivo complexo P" é definido como o con-
junto das retas passando pela origem no espaco C**1. Mais rigorosamente,
temos uma agdo natural de C* em (C"*1)" e definimos P" := (C**1)*/~ com a
topologia quociente.

Cada ponto (xg, ...,x,) € (C")* define uma classe de equivaléncia [xg,...,x,] €
P" chamado coordenadas homogéneas. Para qualquer A € C*, as coordenadas
homogéneas satisfazem [Axy,...,Ax,] =[xo,...,x,] por defini¢do da equivalén-
cia. Definimos os abertos candnicos do epaco projetivo U; = {[xg,...,x,]1]x; #0}.
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As mudancas de coordenadas das cartas

Q. Ui —C"
X0

[x0,...,%,]— (—,...,li,...,—)
Xi Xj

(o chapel indica que a coordenada falta) sdo

Pij: Cn\{zi =0}—>Cn
21 1; Zn

(zl,...,zn)>—>(— ...,—,...,—)

2z Tz Uz
que sido holomorfas.

1.1.10 DEFINICAO. Seja M™ e N" duas variedades complexase f: M - N
uma aplica¢do. Dizemos que f é holomorfa se existirem cartas ¢: U — C™
de Mew:V —C"deN tais que yofo (p_1|U é (bem-definida e) holomorfa.
Denotamos por

OyWU):={f:U —C|f é holomorfa }

o anel de aplicacoes holomorfas em M. Caso néo seja ambiguo, escrevemos s6
O(U). Para distinguir o caso holomorfo aqui do caso algébrico no Capitulo 2,
escrevemos Oy (U) := Oy (U).

1.1.11 Exercicio. Mostre que a defini¢do de aplicacdo holomorfa ndo depende
da escolha de cartas.

1.1.12 Teorema ([Ahl78, Section 3.2]). Sejam f,g: Q < C" — C duas aplica-
¢bes holomorfas definidas na regido QL < C". Se o conjunto {x € Q| f(x) = g(x)}
possui um ponto do acumulacdo, entdo f = g.

1.1.13 Proposicao. Uma aplicagdo holomorfa f: C* — C é constante ou
aberta.

1.1.14 Proposicao. Uma aplicac¢do holomorfa f: P* — C, n > 1, é constante.

1.1.15 Proposicdo. [Call13] Uma aplicacdo f: P* — Pl de classe C1, n > 1,
ndo tem pontos regulares.

1.1.16 Proposicdo. Uma aplicacdo holomorfa f: P — P, n > 1, é constante.

1.1.17 DEFINICAO. Existem varias fibrados tangentes diferentes sobre uma
variedade complexa M de dimensédo complexa n. Em primeiro lugar temos
TM, o fibrado tangente real de posto 2n. A fibra sobre o ponto z = z1,...,2z, é
dada por

i=1,...,n },

0 0
T.M = spanR{ J’E
1 13
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as derivacoes R-lineares. Podemos complexificar esse fibrado para obter TcM,
o fibrado tangente complexo de posto complexo 2n. As fibras dele sao dadas
por as derivacdes C-lineares

0 0
TQZM:spanC{E,a—y i=1,...,n}
12 l
{0 0 |. 1 }
= Sspan, —, = N (]
p C aZi,aEi ’ ) )

onde 0 1(0 0 0 1(0 0

2.1 ——\/_—1—) —::—(—+\/_—1—).

0z; 2 (Gxi ov.) ¢ 6z, 2\ 3y;
Temos dois subfibrados naturais: o fibrado tangente holomorfo TyM formado
pelas derivacgdes que se anulam nas aplicagdes antiholomorfas; e o fibrado
tangente antiholomorfo T%'M formado pelas derivacdes que se anulam nas
aplicacdes holomorfas. As fibras deles séo dadas por

1=1,...,n },

1.1.18 Teorema (Hartog [GH94]). Qualquer aplicacdo holomorfa f: C*\
{0} — C se extende de maneira tinica para uma aplicacdo holomorfa f: C* — C.
Mais concisamente, O (C*\{0}) =0 (C").

0
T .M = spanc{ Fy

12

0
izl,...,n} e Tg’lM:spanC{ —
0z;

respectivamente.



Capitulo 2

Geometria Algébrica

[Har77]

2.1 Variedades Afins

2.1.1 DEFINICAO. Seja k um corpo algebricamente fechado e defina A" :=k”.
Para X um subconjunto de A" e um ideal I de klx1,...,x,], definimos

V(I)::{peA”|f(p)=OVf€I}.
IX):={f eklxy,...,x 11 f(p)=0VpeV}.

Um conjunto X c A” é chamado de conjunto algébrico afim se X é da forma
X =¥ (1) para algum ideal I de k[x1,...,x,].

Definimos a topologia de Zariski em A" como a topologia cujos fechados
sdo os conjuntos algébricos afins.

2.1.2 Observacdo. Seja f1,...,fm € klxi,...,x,] um nimero finito de polinémios.
Se um ponto p € A" satisfaz f;(p) =0 para cada i =1,...,m, entéo o ponto p
é um zero para cada elemento do ideal (f1,...,fm) gerado por fi,...,fm; em
outras palavras p € V({f1,...,fm)). Além disso, cada ideal em k[x1,...,x,] tem
um numero finito de geradores. Por isso, as vezes vamos usar o abuso de
notacdo ¥ (f1,...,fm) em vez de ¥V ({f1,..., [ m))-

2.1.3 Observacgdo. Quase sempre vamos usar o corpo k =C.

2.1.4 Exercicio. Mostre as seguintes afirmacdes.
1. Se I cy, entdo V(I9) <V (I7).
2. Se V1 cVy, entdo #(Vo) c #(V7).
3. V(FX)=X.

4. F(V(I)) = V1. Isso é Hilbert’s Nullstellensatz.
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2.1.5 Teorema. Existe uma bijecdo

{conjuntos algébricos afins de A" } — {ideais radicais de k[x1,...,x,]}
X — #(X).

2.1.6 Exercicio. Mostre que a topologia de Zariski definida acima é de fato
uma topologia.

2.1.7 Exercicio. Mostre que a topologia Euclidiana é estritamente mais fina
que a topologia de Zariski.

2.1.8 Exemplo. Os conjuntos fechados de A (além de A) sdo os conjuntos finitos.
De fato, um polinémio f € k[x] tem um nimero finito de raizes, e unides finitas
de conjuntos finitos também tém um nudmero finito de pontos.

2.1.9 DEFINICAO. Um espaco topolégico X qualquer é dito redutivel se
existirem subconjuntos proprios fechados ndo nulos X1,X5 tais que X =X U
Xs9. Caso contrario, X é dito irredutivel.

2.1.10 Observagdo. Se também exigimos que X1 N X9 = @, obtemos a defini¢do
de (des)conexidade.

2.1.11 Exemplo. O conjunto algébrico X correspondente ao polinémio p =xy €
R2[x, y] consiste dos eixos coordenados. Esse conjunto é redutivel pois X =
V(xy)=V(x)u¥(y). Note também que X nédo é uma variedade diferenciavel
na origem.

2.1.12 Exercicio. Al irredutivel pois seus conjuntos fechados séo finitos e ele é

infinito.

2.1.13 DEFINICAO. Uma variedade afim de A" é um subconjunto algébrico
que é irredutivel.

2.1.14 Lema. Um conjunto algébrico X é irredutivel se e somente se .#(X) é
um ideal primo.
2.1.15 Exercicio. A" é irredutivel pois .# (A") = (0), que é um ideal primo.

2.1.16 Exemplo. O circulo é uma variedade afim definida em R? pelo polinémio
p=x2+y%2—1. Isto é, S' = ¥(p). Note que a variedade definida por p depende
do espaco ambiente, pois em R? a variedade afim definida por p é o cilindro.

2.1.17 DEFINICAO. Dois polinémios f,g € klx1,...,x,] definem a mesma
aplicacdo X — k se f — g € #(X). Entao definimos as funcgées regulares como
sendo elementos do quociente

k[X]:=klx1,...,x,1/ F(X),

que se chama o anel de coordenadas de X. Note que as projecées candnicas
(monoémios de grau 1) x;: A" — k séo regulares.

7
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Essa definigio se estende as aplicagdes entre duas variedades. Mais preci-
samente, uma funcdo regular entre variedades afins X cA™ e Y c A" é uma
aplicacdo F: X — Y tal que f; := y; oF € k[Y] para cada projecdo canénica
y; € [K[Y]

Duas variedade afins X, Y séo ditas isomorfas se existirem fungées regu-
lares F: X -Y,G:Y — X taisque FoG=ide GoF =id.

z

2.1.18 Exemplo. O toro complexo T" := (C*)" é uma variedade afim pois é
isomorfo & variedade afim X := ¥ (21 -+ 2zp+1— 1) cC**1. A aplicacéo

F: T"->X
(t1yeeertn) = (E1,eeestn, (E1 )Y

é uma funcéo regular pois (¢1 -+ ¢,)”! = 1 como um elemento do C[X]. A inversa
é dada por

G:X-T"
(zla cee azn+1) — (Zla cee 7zn)7
que é claramente uma funcéo regular. E fécil verificar que FoG =1id e GoF =1id.

2.1.19 DEFINICAO. Se X for uma variedade afim irredutivel, o anel de
coordenadas k[X] é dominio de integridade e podemos construir o corpo de
fracoes
wne !
8
chamado de corpo de funcées racionais. Um elemento desse corpo é chamado
de funcao racional.
Sejam f,g: X — Y funcgoes racionais, onde X € irredutivel. Dizemos que
elas séo equivalentes se existe um aberto Zariski A c X tal que fla =gla.
Uma fungéo racional f: X — Y entre variedades irredutiveis é dita birra-
cional se existir uma funcgio racional g: Y — X e abertos ZariskiAc X, BcY
tais que fla o glp =1d.

f,gek[X]eg;'éO},

2.1.20 Observagdo. A defini¢do acima é uma caracterizagéio de algumas fungoes
na geometria algébrica. Mas no caso k = C, as fung6es racionais sdo as funcoes
meromorfas; ou seja, localmente um quociente de aplica¢oées holomorfas. Isso
é a caracterizagio dessas fungoes na geometria complexa.

2.1.21 Exemplo. A aplicacao
g:C?-c
pi(x,y)
" pa,y)
onde p1 e pg séo polindmios sem fatores comuns, é uma funcéo racional. Pelo
teorema fundamental da algebra, se po(x,y) ndo é constante, entéo ele tem

raizes. Logo g(x,y) = co para algum (x,y) € C2. Na verdade g é bem-definida
como funcéo regular s6 para o aberto Zariski C2\ 7 (ps).

(x,5)
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2.2 Variedades Projetivas

2.2.1 DEFINICAO. O espaco projetivo P} sobre o corpo k é definido como o
conjunto dos subespacos de dimenséo 1 do espaco k1. Mais rigorosamente,
temos uma acéo natural de k* em (k*1)" e definimos P" := (k"*1)*/ ~. Escre-
vemos RP” ou CP" para os espacos projetivos sobre R ou C, respectivamente.

Cada ponto (xo,...,x,) € (k™)* define uma classe de equivaléncia [xg,...,x,] €
P" chamada de coordenada homogénea. Para qualquer A € k*, as coordenadas
homogéneas satisfazem [Axo,...,Ax,]=[xo,...,x,] por definicdo da equivalén-
cia. Definimos as cartas afins em P" como U; := {[xg,...,x,]1|x; #0}. Essas
cartas séo isomorfos ao espaco afim C"” e as mudancas de coordenadas séo
aplicacdes regulares.

2.2.2 Observacdo. Queremos definir as variedades projetivas como sendo os
zeros de polinémios. O problema é que um polinémio ndo é bem-definido
como uma aplicacio em P”. Por exemplo, a aplicacdo p(x,y) := x — y? satisfaz
p(1,1)=0e p(2,2) = -2, mas [2,2] =[1,1] em P!. Para resolver esse problema,
nés consideramos somente polindémios que satisfazem f(Ax) = A¢f(x) para
algum d € N. Tais polinémios se chamam polinémios homogéneos de grau d, e
0s seus zeros sdo pontos bem-definidos em P”.

2.2.3 DEFINICAO. Um ideal I gerado por polinémios homogéneos néo todos
nulos é chamado um ideal homogéneo.

2.2.4 DEFINICAO. Dado um ideal homogéneo I de k[x1,...,x,] e um conjunto
X cP", definimos

7/(1):={p€|]3’”|f(p)=0Vf€I},
F(X):={f eklxq,...,x,1| f € homogéneo e f(p)=0Vpe X}.

2

Um conjunto X < P" é uma variedade projetiva se X é da forma X = 7 (I) para
algum ideal homogéneo 1.

A topologia de Zariski em P” é definida como no caso afim: os fechados séo
as variedades projetivas.

2.2.5 Exercicio. Mostre que T" é um aberto Zariski de P”.

2.2.6 Exercicio. Sejam fy,...,fm € klxo,...,x,] polindmios homogéneos tais que
degf; = degf; para qualquer i,j e seja X < CP" uma variedade projetiva tal
que X N7 (fo,...,fm)=®. Mostre que

F:V - CP™
a—[fola),...,fm(a)]

é bem-definido e que F (V) é uma variedade projetiva.
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2.2.7 DEFINICAO. O anel de coordenadas é definido como no caso afim:
k[X]1:={f € klxg,...,x,]1| f € homogéneo }/.#(X)

é o anel de funcoes regulares em X. O corpo de funcgées racionais também:
k(X):= { g ‘ f,geklX]e degfzdegg;éoo}

é o corpo de funcées racionais em X.
Uma variedade projetiva diz-se racional se existir uma funcéo birracional
f: X — P" para algum n.

2.2.8 Exemplo. Considere RP? com coordenadas homogéneas [x,y,z,w]. Entdo
a variedade 7 (x) é isomorfa a RP2.

2.3 Espectro de um Anel
2.3.1 DEFINICAO. O espectro de um anel R é definido como
Spec(R):={p <R |p é um ideal primo préprio }

o conjunto dos ideais primos proéprios de R. Os conjunto algébricos sao os
conjuntos da forma

VI):={peSpecR |Icp}

para I ¢ R um subconjunto qualquer. Analogamente ao caso de variedade afins,
definimos a topologia de Zariski de SpecR como a topologica cujos fechados
séo os conjuntos algébricos.

10



Capitulo 3

Geometria Simplética

A geometria simplética é a geometria das variedades (lisas) equipadas com

uma 2-forma fechada e ndo degenerada. A geometria Hamiltoniana é a geome-

tria das variedades simpléticas equipadas com uma aplicacdo momento.
[Can08] [CALO3] [MS95] [GS82]

3.1 Variedades Simpléticas
3.1.1 DEFINICAO. Uma variedade simplética é uma variedade lisa M equi-
pada com uma 2-forma fechada nao degenerada w.

3.1.2 Exemplo. O exemplo canénico de uma variedade simplética é (R%*,w,),
onde

n
wo = dei /\dyi
1
com coordenadas (x1,...,%,,¥1,---,¥n)-

3.1.3 Teorema (Darboux). Seja (M,w) uma variedade simplética de dimensdao
2ne p € M. Entdo existe um sistema de coordenadas locais (U,x1,...,Xn,Y1,---,Yn)
tal que w = wg em U. Esse sistema é chamado de coordenadas de Darboux.

3.1.4 Teorema. Qualquer variedade riemanniana complexa (M, ,g) admite
uma estrutura simplética definida por o(X,Y)=g(X,JY).

3.1.5 Exemplo. Continuando o Exemplo 3.1.2, podemos identificar C* com R2"
(p, Cn - R2n
(Zl,...,Zn)’—’ (xla"'axn’yl""7yn)7

onde z; = x;+v—1y;. O pullback da forma simplética wg em R?" fornece C* com
uma estrutura simplética, que também denotamos por wg. Nas coordenadas
complexas, obtemos a seguinte expresséo:

Pon
wo = iX:dzi /\dEi.
2 1
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Além disso, a forma simplética é compativel com a estrutura complexa usual
J de C" e a métrica euclidiana g no sentido que wy(X,Y)=g(X,JY).

3.1.6 Exemplo. O espaco projetivo P := CP" também admite uma estrutura
simplética. Com a estrutura complexa usual de P”, podemos usar a métrica
de Fubini-Study g para definir uma forma simplética w(X,Y) := g(X,JY).

A métrica de Fubini-Study pode ser definida por via do S!-fibrado

p: §2n+1 . [FDn

z—[z]

por identificacdo do espaco horizontal ker p. com o espaco tangente de P".
Assim restringe-se a métrica redonda g, ao espaco horizontal e induz-se a
uma métrica g em P*; isto é, g.(X,Y) =g(p.X,p.Y) para quaisquer campos
horizontais X,Y .

Para mostrar que essa construcédo realmente define uma métrica, devemos
mostrar que a acéo ¢: S! — Diff$27+1

1. age em $2"*! por isometrias;
2. satisfaz p o, = p para qualquer elemento 1€ S'; e

3. é transitiva em cada fibra.

Item 1 é claro pois go(AX, 1Y) = Ag.(X,Y) = go.(X,Y) para A e S cCl. A
relacdo de equivaléncia projetiva em C2**1 garante que Item 2 é satisfeito. A
fibra sobre [zo,...,2,] é dada por {A(zo,...,2z,) | A€ CL} = {A(z0,...,2,) | L € ST},
a 6rbita de (zo,...,2,) € S, mostrando que Item 3 é satisfeito.

3.1.7 Proposicao. Seja w uma forma bilinear antissimétrica no espago ve-
torial V. Entdo existe uma base u1i,...,up,e1,...,en,f1,...,fn com respeito a
qual w tem a matriz

0p O 0 n
0 0 idp|=)e/nf/, (3.1)
0 -id, O !

onde {u',e/,f/|ie(1,....,k},j€{1,...,n}} é a base dual. Em particular, se »
for ndo degenerada, a dimensdo de V é par.

3.1.8 Proposicao. A esfera S™ admite uma estrutura simplética sé para n = 2.

Demonstracdo. Pela Proposigao 3.1.7, podemos excluir todos as esferas de
dimenséo impar.

Seja n =2k para k > 1 e suponha (para obter uma contradic¢io) que w seja
uma forma simplética em S2%k . Se w* for exata, da = w*, entdo temos pelo

teorema de Stokes que
0# ot = f a=0,
st ast
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que néo é possivel. Portanto, w* ndo pode ser exata e dai que defina uma classe

nao zero 0 # [w*] € H(S% R). Segue que 0 # [w] € H?%(S% R), considerando

o produto de cohomologia ou por calculo direto: w* = (da)* = d(a A(da)* ).
Mas

2 2k. o) —

HZp ($7:R) =

R ifk=1
0 ifk>1’

que é uma contradicio se & > 1.
Uma estrutura simplética em S2 é dada pelo pullback da forma simplética
de P! via um difeomorfismo S? — PI. O

3.1.9 Observacdo. Apesar de que podemos definir uma estrutura quasi-complexa
em S%, é uma quest&o aberta se exista uma estrutura complexa.

3.1.10 Lema. Uma 2-forma fechada w fornece a variedade M*™ com uma
estrutura simplética se e somente v é uma forma volume em M.

Demonstracdo. Pela Proposicdo 3.1.7, uma 2-forma w pode ser escrita local-
mente como

n . .
w:Ze’Af‘,
1

para algum n < m. Se w for ndo degenerada, entdo n = m e o m-ésimo produto
exterior é dado por

m . .
wAm=m!/\el/\fl;éO
i=1

z

onde usamos que (¢! A fY)A(e! A f7)=(e/ AfI)A(e! A fF). Portanto, ™™ é uma
forma volume.

Reciprocamente, se w for degenerada, entdo n <m e o m-ésimo produto
exterior é zero e dai que w"™ nfo é uma forma volume. O

3.1.11 Observacdo. Como a existéncia de uma forma volume implica a existén-
cia de uma orientacdo, sabemos que uma variedade nao orientavel — a faixa
de Mobius, por exemplo — ndo admite uma estrutura simplética.

3.1.12 Teorema. Dada qualquer variedade diferencidvel X, a variedade co-
tangente T* X é uma variedade simplética.

Demonstracdo. Seja p = (x,{) € T*X e defina a 1-forma tautologica ap =
(dn*&)p, onde m: T*X — X é a projecdo natural do fibrado cotangente. Agora
defina a 2-forma simplética candnica w := —da.

Mostraremos que isso é de fato uma forma simplética por escrevé-la em um
sistema de coordenadas local (7~ 1(U),x1,...,%4,¢1,...,&,). Primeiro, a, (a%) =

&5 ) = ¢it), para que

a= Z &idx; (3.2)
i=1

13
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em 7~ 1(U). Segue que
n
w=) dxiAdé&;, (3.3)
i=1
que é wg do Exemplo 3.1.2. O

3.1.13 DEFINICAO. Seja (M,w) uma variedade simplética. Dizemos que
uma subvariedade i: L — M é uma subvariedade Lagrangiana se i*w =0 e
dimL = 1 dimM.

3.1.14 Teorema. Seja p uma 1-forma na variedade X. Entdo
Xy={l,p) |xeX, u e Ti X }

é uma subvariedade Lagrangiana de T*X se é somente se u é uma forma

fechada.

Demonstracdo. Temos que X, é uma subvariedade mergulhada em 7 X pois
é a imagem da secdo u. Seja s,: X — T*X esse mergulho, i.e. a 1-forma u
considerada como uma aplicacdo. Entéao
(sZa)x = (ds#)x ap
= (dsﬂ)x (dn); T (3.4)
= (78)y M

= Uy

Seja 7: X — X, a difeomorfismo que comuta o diagrama

X Su T*X

Xy

onde i: X;, — T*X é a inclusdo. Por defini¢do, X, é uma subvariedade Lagran-
giana se é somente se i *“da = 0, que acontece se e somente se T*i*da =0 pois
7 é um difeomorfismo. Agora, T*i*da = (it)*da = s;da = d(s;a) =du, onde a
dltima igualdade segue por eq. (3.4). O

3.1.15 Teorema. Seja Z uma subvariedade de X. Entdo o fibrado conormal
N*Z é uma subvariedade Lagrangiana de T*X.

Demonstracdo. Mostraremos que a incluséo i: N*Z — T* X satisfaz i*w =0.
Basta mostrar que i*a = 0. Seja (U, x1,...,x,) um sistema de coordenadas local
em volta de x € Z adaptado a Z, i.e. x341,...,X, =0 em Z. Entdo, N*ZnT*U

14
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é definida por x3 .1 =---=x, =0=¢1 =---=¢{. Combinando isso com eq. (3.2),
vemos que a =) ;- ¢;dx;, é segue que

.k
L ap =alr,v+z)

= Zfidxi|<i

i>k 0xj

jsk>

=0,

0
onde <6_x,

Jj< k> é o subespaco gerado pelos elementos % para j<k. O
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Capitulo 4

Geometria Torica

4.1 Fans

4.1.1 DEFINICAO. Um conjunto C c R® é um cone se existirem vetores
v1,...,0p € R tais que

C={aiv1+---+apvpla;=0Vi=1,...,k}.

Os vetores v1,...,v; sdo os geradores do cone.
O cone é chamado de racional se os geradores pertencem ao Z", e de suave
se eles formam uma base de Z". A dimensdo do cone é dimspanyC.

4.1.2 DEFINICAO. O dual CV de um cone C cR" é
CV:={feR"|VxeC, f(x)=0}.
Um hiperplano de suporte para um cone C é um hiperplano H da forma
H={xeR"|f(x)=0},

onde feCV.

Uma face de um cone C é um subconjunto da forma H N C, onde H é um
hiperplano de suporte para C. No caso que f # 0, a face é chamada de face
prépria.

4.1.3 Exercicio. Mostre que uma face de um cone também é um cone, que um
cone tem um ndmero finito de faces s6, e que a intersecéo de faces também é
uma face.

4.1.4 Teorema. O cone dual de um cone racional é racional.

4.1.5 Lema. A intersecdo CV N (Z")Y é um semigrupo gerado por um niimero
finito de elementos.

4.1.6 DEFINICAO. Denotamos por S¢ o semigrupo CV n(zZ")".



Geometria Torica Fans

4.1.7 DEFINICAO. Dado um cone racional C, temos a variedade afim X :=
Spec,,, C[Scl.

4.1.8 Teorema. Dado um cone racional C, a variedade X¢ é uma variedade
torica. Se o cone racional C estd contido em um cone racional C', entdo existe
uma funcdo regular equivariante

¢: Spec,, C[Sc]— Spec,, C[Sc].

Se, além do mais, C for uma face de C', entdo ¢ é injetiva e aberta para a
topologia de Zariski.

4.1.9 DEFINICAO. Um fan em R" é uma familia & de cones racionais forte-
mente convexos em R” tal que

1. para uma face F de um cone C € &, também temos que F € &,
2. dados dois cones C,C’ € &, a intersecdo C N C’ é uma face dos ambos.

O fan é chamado de suave se todos seus cones sdo suaves, e de racional se
todos seus cones sdo racionais. O de & é a unido Uceg C de todos os cones de
%, e o fan é chamado de se o suporte for o espaco inteiro.

4.1.10 Teorema. Dado um fan &, temos uma variedade térica X & definida
por identificar X¢ com sua imagem em X (via o morfismo dado em Teo-
rema 4.1.8) quando C é uma face de C'.

4.1.11 Proposicao. Se & for um fan completo em R", entdo X o é uma com-
pactificacdo do toro T".

4.1.12 Teorema. [Clasificacdo de Variedades Téricas] Dada uma variedade
térica normal X, existe um fan &F em R" tal que X = X g. O fan & é tinico a
menos de uma tranformacdo de GL(n, 7).

4.1.13 Exemplo. Seja o o cone contido nos raios {(0,1),(2,1)} no Figura 4.1.
Entéo o cone dual oV é o cone contido nos raios {(1,0),(-1,2)}, que tem gera-
dores A =(1,0), B=(-1,2), e C =(0,1). A relacio linear entre os geradores de
0V 6 A+B=2C. Com X :=e?,Y :=eB, e Z := ¢C, temos a variedade térica
V(XY - Z2).

4.1.14 Exemplo. Seja o o cone contido nos raios {(0,1),(3,—1)} no Figura 4.2.
Ent&o o cone dual ¢V é o cone contido nos raios {(1,0),(1,3)}, que tem geradores
A=(,0, B=(1,1), C=(,2), e D=(1,3). As relacdo lineares entre os
geradores de 0¥ s80 A+B=C+D e A—-B=C-D. Com W :=e?, X :=¢B,
Y := e, e Z := P temos a variedade térica V(WX -YZ,WZ - XY).
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v

§ y

Lo u
L] L] L] L] . x
(a) O cone o gerado pelos raios u = (b) O cone dual ¢V gerado pelos
0,1)ev=(2,1). raios x =(1,0) e y =(-1,2).

Figura 4.1: Um cone e seu dual.
v

(a) O cone o gerado pelos raios u = (b) O cone dual ¢¥ gerado pelos
0,1)ev=(3,-1). raios x =(1,0) e y =(1,3).

Figura 4.2: Um cone e seu dual.

4.2 Variedades Toricas
4.2.1 DEFINICAO. O toro algébrico é (C*)", que é homotopicamente equiva-
lente ao toro real ]} st

4.2.2 DEFINICAO. Um conjunto X < CP" é chamado de variedade quasi-
projetiva se X é um aberto de Zariski (ndo vazio) em CP".

4.2.3 Exemplo. Variedades afins e projetivas sdo variedades quasi-projetivas.

4.2.4 DEFINICAO (Ac¢ao do Toro em Si Mesmo). A acdo natural do toro
T":=(C*)" em si mesmo é dado por

@: T"xT"—-T"

((tI;"'7tn)5(817"'78n))_) (t1817"'>tnsn)~
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4.2.5 DEFINICAO. Uma variedade térica é uma variedade quasi-projetiva
irredutivel X que contém um toro T" = (C*)" algebricamente mergulhado tal
que

1. a acéo do toro em si mesmo se estende a uma acdo em X; e
2. T =X;ou seja, o toro é denso em X (na topologia de Zariski).

Duas variedades téricas sao equivalentes se existir um isomorfismo equivari-
ante entre eles.

4.2.6 DEFINICAO. Um cardter de um grupo abeliano G é um homomorfismo
x1: G — C* que também é um morfismo de variedades.

Um subgrupo a 1 pardmetro é um homomorfismo A: C* — G que também
é um morfismo de variedades.

4.2.7 Exemplo. A aplicacio
(tly'-')tn)'_) til .“tlrlln
é um carater do toro para quaisquer inteiros a;.

4.2.8 Proposicao. Qualquer cardter do toro se estende a uma funcdo racional
em X.

4.2.9 Proposicao. Dado um ponto a =(az,...,a,) no reticulado, definimos o
grupo a 1 pardémetro A, = (t%,...,t%). O conjunto

{a=(a1,...,an)€Z”

limA, =L

t—0

forma um cone (semi-grupo). O diagrama térico representando X é o fan
formado por todos estes cones com a € Z™.

4.2.10 Exemplo. Considere Z < (C* )2 c CP2. Pintamos da mesma cor todos os
pontos do reticulado que tem o mesmo limite. Temos o mergulho 7 do toro
T2 =(C*)?2 em CP? definido por

7: T2 - CP?
(¢1,t9) — [t1,t2,1],

e o grupo a 1 parametro A por

A:C* —T?
t— 3,42 1].

Os limites do A% estdo dados por
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__ _ . up

uz
Figura 4.3: O fan de CP2.

(1,1,1) ifa=0=b (0)
0,1,1) ifa>0=>b (uo)
(1,0,1) ifa=0<b (uy)
lim A, () =lim(t%,t°,1)=4{(1,1,0) if0>a=5b (us)
=0 =0 0,0,1) ifa,b>0 (00)
(1,0,0) if0>a<b (071)
0,1,0) ifa>b<0 (09).

O diagrama térico de CP? correspondente é dado na Figura 4.3.

4.3 Politopos de Delzant

4.3.1 DEFINICAO. Um politopo é o fecho convexo de um nimero finito de
pontos em R”. Ele é de Delzant se ele for

e simples: existem n arestas incidentes a cada vértice;

* racional: as arestas incidentes ao vértice v sdo da forma v + te;, onde
e, €Z"et=0;e

* suave: para cada vértice, as arestas incidente a ele podem ser escolhidas
de tal maneira que formam uma base de Z" sobre Z.

4.3.2 Teorema. Existe uma bijecdo entre variedades téricas simpléticas e
politopos de Delzant:

(M*" 0, T", 1) — p(M).

4.3.3 Lema. Seja F uma face de um politopo P < R". Entdo o conjunto Cg p :=
{f €®™)" | suppp f =F} é um cone.
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4.3.4 DEFINICAO. Dado um politopo P, definimos o fan &p sendo o conjunto
de cones Cr p, para todas as faces F' do politopo P.

4.3.5 DEFINICAO. Dado um politopo P, o politopo dual é
PV:={fe®")"|f@)=-1,vxeP},

4.3.6 Proposicao. Se o politopo P é racional ou suave, entdo o fan p também
é.

4.4 Variedades Toricas Simpléticas

O conceito de aplicacdo momento é uma generalizagio do conceito de funcio
Hamiltoniana. A nocéo de aplicagdo momento associada a uma agdo de grupo é
uma formalizacdo do principio de Noether em fisica que diz que a cada simetria
(tal como uma acéo de grupo) corresponde uma quantidade conservada.

4.4.1 DEFINICAO. Seja (M,w) uma variedade simplética e seja H: M — R
uma funcéo suave. Entdo dH é uma 1-forma, e como w é ndo degenerada
existe um unico campo de vetores Xy em em M tal que ix, (w) = dH; ou seja,
w(-,Xg)=dH(-). O campo Xy é chamado de campo Hamiltoniano de H, e H é
chamada de aplicacdo Hamiltoniana de Xp.

4.4.2 Exemplo (Quantidade Conservada). Consideremos uma particula m
movendo-se no espaco de configuracdes R? com coordenadas ¢ = (¢1,q2,93)
movendo-se ao longo de uma curva ¢(¢) sob um potencial V(g). Entao pela
segunda lei de Newton:

d?q
mﬁ = —VV(Q)

Escrevemos os momentos p1 = m% para i = 1,2,3 e funcdo de energia
H(p,q) = ﬁl pl2+V(q). Entéo o espaco de configuracdes correspondente é
R® com coordenadas (¢1,92,93,p1,P2,Pp3). A segunda lei de Newton em R3 é
equivalente as equacdes de Hamilton em R®:

d¢i _ 1. - OH
- mPi ~  0p;
dpi _ e v _ _0H
dt dez2 dq; 0q;

A quantidade conservada no movimento é H.

4.4.3 Exemplo (Fibrado cotangentes de S'). Um péndulo simples é um sistema
mecanico que consiste de uma barra de comprimento ¢ com uma extremidade
fixada e com uma bola de chumbo de massa m na extremidade livre a qual
oscila no plano vertical. Assume-se que a gravidade é constante e aponta para
baixo e que ela é a unica forca agindo neste sistema de uma particula, no qual
a bola de chumbo € vista como uma massa pontual. Seja 0 o dngulo entre a
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Figura 4.4: O péndulo simples.

particula e a vertical e seja ¢ a coordenada ao longo das fibras de T* S!. Entéo
a funcdo Hamiltoniana que descreve o movimento do péndulo é:

62
2m o2

H®6,8) = +mé(1—-cos@B),

onde K(0,¢) = % é a energia cinética do sistema e V(0,&) = m#(1—cosf) é a
energia potencial. Note-se que médulo 27 em 6, a funcdo H tem exatamente 2
pontos criticos, um estavel e um instavel.

4.4.4 Exercicio (EXERCISE 20).

4.4.5 Exemplo (Fibrado cotangente de $2). Um péndulo esférico é um sistema
mecanico que consiste de uma barra de comprimento ¢ com uma extremidade
fixada e com uma bola de chumbo de massa m na extremidade a qual oscila
livremente em todas as direcdes. Assume-se que a gravidade é constante e
aponta para baixo e que ela é a unica forca externa agindo neste sistema de
uma particula.

Sejam ¢,6 as coordenadas esféricas da bola e para simplificar tomamos
m = ¢ =1. Sejam n,¢ as coordenadas ao longo das fibras de T*82 induzidas
pelas coordenadas esféricas. Entao a fungido Hamiltoniana que descreve o
movimento do péndulo esférico é:

2

1
H((p,Q,nf)=§(n2+ )+cos<p.

(sin¢)?

Note-se a funcio H tem exatamente 2 pontos criticos em S2, um estavel e
um instavel. O grupo de rotacdes ao longo da vertical age por simetrias do
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Figura 4.5: O péndulo esférico.

sistema. A quantidade correspondente conservada é a integral de movimento
J(9,0,1,8) =¢.

4.4.6 Exercicio. Encontre os pontos p de T*S? onde dH p e dJ), sdo linear-
mente dependentes.

4.4.7 Exercicio (pp.56-57).

4.4.8 DEFINICAO. Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciavel.
Uma acdo (suave) é uma homomorfismo de grupos

a: G — Diff(M)
tal que a aplicacéo de avaliacéo

GxM-M
(g,m)— a(g)(m)

é suave. Ela é simplética se a(G) c Symp(M,w), onde Symp(M,w) é o grupo de
symplectomorfismos.
A acio é chamada de Hamiltoniana se existir uma aplicacdo

p:M—g*

tal que
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1. a aplicacéo
pX M —-R
p—(u(p),X)

é a aplicacao Hamiltoniana de X; ou seja, d ,uX =ixw; e

2. u é equivariante no sentido que
poa, =Adyop,
onde Ad* denote a a¢éo coadjunta de G em g*.
A aplicagao u é chamada de aplicacdo momento.

4.4.9 Observacdo. Vamos usar frequentemente o grupo G = T" :=[[7 S!. Neste
caso, como ele é abeliano, a adjunta Ad é trivial. Portanto, a segunda condicéo
é a de ser constante nas orbitas.

Assim é facil ver que, dada uma aplicagdo momento u, a aplicagdo y+c
também é uma aplicacido momento, onde ¢ é qualquer aplicacdo constante.
Reciprocamente, uma aplicacdo momento de uma a¢do Hamiltoniana do toro é
Unica a menos de translagdo por um constante.

4.4.10 Teorema (Atiyah [Ati82], Guillemin-Sternberg [GS82]). Seja (M, w)
uma variedade simplética conexa compacta e T™ o m-toro. Se ¢: T™ —
Symp(M,w) é uma agdo Hamiltoniana com aplicagdo de momento p: M — R™,
entao

1. os niveis de [l sGo conexos;
2. aimagem de u é convexa;

3. aimagem de U é o fecho convexo das imagens dos pontos fixos da ag¢do.
A imagem (M) é o politopo momento.

4.4.11 Corolario. Se a acdo do toro T™ em Teorema 4.4.10 for efetiva, entdo
existem pelo menos m + 1 pontos fixos.

4.4.12 Teorema. Com uma ac¢do Hamiltoniana livre do toro T™ na variedade
simplética (M ,w), temos que dimM = 2m.

4.4.13 DEFINICAO. Uma variedade térica simplética é uma variedade simplé-
tica conexa compacta (M 2n,w) na qual existe uma acdo Hamiltoniana livre do
toro T", junto com uma escolha de uma aplicagdo momento u.

Duas variedades téricas simpléticas (M;,w;,T;, i), i = 1,2, sdo equivalen-
tes se existir

* um isomorfismo de grupos ¢: Ty — T'9; €

¢ um simplectomorfismo f: M1 — My que é @p-equivariante e tal que y; =
pgof.

24



Capitulo 5

Fibrados Vetoriais

5.1 Construcoes

5.1.1 DEFINICAO. Uma aplicacdo continua n: E — B é um fibrado vetorial
sobre B se

e cada fibra 771(b) = R*, b € B, for um espaco vetorial;

¢ existirem uma vizinhanca U em volta de cada ponto b € B e um homeo-
morfismo ¢y : U x R* — 771(U) tal que o seguinte diagrama comuta

Yu

7 L({U) U x Rk

* arestricdo ‘PU|{b}ka : {b} x R¥F — 771(b) for um isomorfismo de espacos
vetoriais.

Dizemos que B é o espaco de base, E o espaco total, m a proje¢do, e ¢y uma
trivializagéo local. A dimenséo £ da fibra se chama o posto do fibrado vetorial.
Por abuse de notacéo, as vézes denotamos o fibrado vetorial simplesmente por
E.

Dizemos que o fibrado vetorial € trivial se existir uma trivializacéo global
¢p: BxRF - E.

5.1.2 DEFINICAO. Para quaisquer duas trivializagoes @y e oy, UNV # @, as
compostas

guv:UNV = GLERY

b~ (95" o ov)|pyme



Fibrados Vetoriais Construcées

se chamam as funcées de transicdo. Note que para cada b e U NV, temos que
guv(b) defina um isomorfismo linear da fibra que leva a estrutura vetorial
sobre V para a estrutura vetorial sobre U.

5.1.3 DEFINICAO. Um fibrado vetorial suave é um fibrado vetorial tal que E
e B sdo variedades suaves, a projecéo n: E — B é suave, e as trivializagées @y
sao difeomorfismos. Um fibrado vetorial complexo é um fibrado vetorial suave
tal que as fibras F = C" e as funcdes de transicio gyy(b) € GL(C") < GL ([RRQ”)
para cada b € UnV. Um fibrado vetorial holomorfo é um fibrado vetorial
complexo tal que e E e B sdo variedades complexas, a projecido n: E — B é
holomorfa, e as trivializac¢ées ¢y : U x C* — 7~ 1(U) sdo biholomorfas.

5.1.4 Exemplo. Dada uma variedade M, o fibrado (co)tangente é um fibrado
vetorial de posto m :=dim M.

5.1.5 Lema (Cociclo de Cech). As funcdes de transicdo satisfazem as relacées

guv(b)-gvy(b)=id vbeUNV
guv(b)-gyw(b) - gwy(b)=id VbeUNVnW.

A segunda condicdo é chamada de cociclo de Cech.
5.1.6 Exercicio. Mostre Lema 5.1.5.

5.1.7 Proposicao. Seja B um espaco topoldgico com uma cobertura aberta %.
Dado um espaco vetorial real F, e aplicacées {gyv |U,V €} com gyv(b) €
GL(F) para cada dois abertos U,V c Be b€ UNV que satisfazem as relagées
de Lema 5.1.5, existe um tnico fibrado vetorial n: E — B com fibra F e funcées
de transicdo {gyv |U,V € U }.

Se exigimos além disso que B seja variedade complexa, F = C", e as apli-
cagoes gyv(b) € GL(C") para cada dois abertos U,V € % e b e UNV, entdo
existe um tnico fibrado vetorial complexo com fibra F e funcées de transicdo
{guv |U,Veu).

Se exigimos mais ainda que as funcées de transicdo sejam holomorfas,
entdo existe um tnico fibrado vetorial holomorfo com fibra F e funcgées de
transicdo {gyv |U,V €% }.

Demonstracdo. Defina

E:z(uuxp)/~

Ueld
onde a relacéo de equivaléncia é definida da seguinte maneira. Seja (x,v) €
UxF e(y,w)eV xF. Entao dizemos que (x,w) ~ (y,w) se x = y e existir uma
funcéo de transicdo gyv tal que v = gyy(x)-w. A projecédo
n:E—B
[Cx,v)]— x

é bem-definida e sobrejetiva, e é continua pela definicdo da topologia quociente.
O
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5.1.8 Observagdo. Proposicdo 5.1.7 mostra que para definir um fibrado vetorial
sobre uma base B, s6 precisamos saber qual é o posto e quais sdo as funcdes
de transicdo. Entéo, o principio para construcio de fibrados vetoriais é que
operacoes candnicas entre espacos vetoriais (independentes de escolha de base)
definem também operacoes entre fibrados vetoriais.

5.1.9 Exemplo. Seja E — B um fibrado vetorial com fibra F e func¢ées de
transicdo { gyv }. Entdo definimos os seguintes fibrados vetoriais:

e fibrado dual: EY — B com fibra F'V pelas funcdes de transicdo hyy(b):=
10t
(ev) ®);
* fibrado determinante: \" E com fibra A" F pelas aplicacoes de transi-
¢do hyy(b) := \" guyv(b). Caso que r = dimF, temos o fibrado vetorial
de posto 1 que se chama o fibrado determinante. Se E = T*M for o

fibrado cotangente de uma variedade M, entéo o fibrado determinante
A" T*M se chama o fibrado canédnico e é denotado por Kjy.

5.1.10 Exemplo. Sejam : E1 — B e E9 — B dois fibrados vetoriais sobre B com
fibras F'1, F9 e funcgoes de transicao {fyv}, {guv}, respectivamente. Entéo
definimos os seguintes fibrados vetoriais:

¢ soma de Whitney: E & E9 como sendo o tnico fibrado vetorial com fibra
F1 o Fq e funcoes de transicéo {hyy } onde

fuv(b) 0
hyv(b):= ;
ovO=1"0 gy
* fibrado tensor: E1® E9 como sendo o unico fibrado vetorial com fibra
F1 ®Fy e fungdes de transicédo {Ayy } onde Ayy(b) := fuv(b) ® guv(b).

5.1.11 Exercicio. Mostre que as funcées de transicdo definidas nos Exem-
plos 5.1.9 and 5.1.10 séo de fato func¢ées de transicéo.

5.1.12 Exemplo. Podemos definir fibrados de posto 1 sobre P! da seguinte
maneira. Sejam U, V as cartas candnicas com coordenadas z, &, respectiva-
mente. A funcéo de transicéo da variedade é dada por z— & =z"1. O fibrado
O(n) é definido como sendo trivial sobre U,V. As cartas sifo U xC e V xC
com coordenadas (z,u) e ({,v), respectivamente, com a funcéo de transicdo do
fibrado definido pelo (z,u) — (&,v) = (271,27 "u). Fica claro da definicdo que:

e O(1)V =0(-1),
* O(m)®0O(n)=0C(m+n), e

* O(n)=0(1)*".
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5.1.13 Exemplo. Generalizando Exemplo 5.1.12, definimos agora o fibrado
de linhas G(m) em P". Sejam U, as cartas canénicas e defina as funcoes de
transicdo

8ij: UiﬂUj—>C*
zm

J
[z0,...,2n]— —.
’ »&~n Zm

~.

Note que na intersecdo U; NU; N Uy, temos que

z?l zp 2"
8ij(2)-gjr(2)-gpi(2) = z_mz_mzL’” =1,
i %j %k
z;ﬂ 2™
gij(2)-gji(z)=—=-—=1.
27 z;.”

Portanto, as aplicacdes {g;; | i,j=0,...,n} sdo de fato funcdes de transicéo
e assim definem um fibrado de posto 1. Como elas sdo holomorfas, o fibrado
Opr(m) é um fibrado holomorfo. Ainda valem as seguintes afirmacées:

o Opr(1)Y = Opn(-1),
hd @U:Dn(j)@@[pn(k):@uibn (J+k), e
o Opn(k)=0Opn(1)%%,

5.1.14 Lema. Seja E um fibrado vetorial holomorfo de posto r sobre P1. Entdo
existem inteiros a1 <---<a, taisque EZ0(a1)®---&0(a,).

5.1.15 Observagdo. O analogo do Lema 5.1.14 para P", n > 1, é completamente
falso.

5.1.16 Exercicio. 1. Dada uma variedade M, encontre as funcdes de tran-
sicdo do fibrado tangente TM em termos das fungdes de transicédo da
variedade M.

2. Escreve explicitamente as funcoes de transicdo do fibrado tangente,
cotangente, e canonico de P”.

3. Como TP! é um fibrado de linhas, segue do Lema 5.1.14 que TP! = @(n)
para algum n € Z. Encontre n.

4. Encontre j € Z tal que Kp» Z 0()).
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5.1.17 DEFINICAO. Dada f: M — N e um fibrado n: E — N, define-se o
pullback de E por f como o unico fibrado que completa o diagrama comutativo:

f*E E
f'n 7
M f N

onde f*E :={(m,e)e M xE | f(m)=n(e)} e f*n = (pry)
projecdo na primeira coordenada.

fE onde pry é a

5.1.18 Exercicio. Encontre as fun¢des de transi¢do do pullback f*E.

5.1.19 DEFINICAO. Seja f: X — P" um mergulho projetivo. Entao definimos
Ox (k) como o pullback do fibrado Gp-(k) ao longo de f.

5.1.20 Exemplo (Soma de Whitney). Dados os fibrados vetoriais 71: E1 — M
eng: E9 — M, defina a soma de Whitney E1 @ E2 como o pullback do fibrado
produto w1 x w9 pela aplicacao diagonal A: M — M x M:

E{oFE, E{xEg
A*(Hl X7[2) 1 X T
A
M MxM

5.1.21 Exercicio. Mostre que as funcoes de transicdo da soma de Whitney séo

da forma
guv(b) 0
0 hyv (b))’

onde gyv e hyy sdo as funcdes de transicdo de E; e Eq, respectivamente.
Note que isso também mostra que a soma de Whitney é um fibrado vetorial
isomorfo a soma de fibrados vetoriais definida no Exemplo 5.1.10.

5.1.22 DEFINICAO. Seja n: E — B um fibrado vetorial (holomorfo). Uma se¢do
(local) de E é uma aplicacdo s: U c M — E tal que mos =1id (veja Figura 5.1).
Secdes s1,...,5j: U — E se chamam linearmente independentes se os vetores
51(b),...,s;(b) foram linearmente independentes em n-1(®) paracada beU.

Sempre existe uma se¢do zero s: B — E, que é definida em cada trivializa-
cao:UxF — 7 HU) como

sly:U—na Y U)
b— ¢(b,0).
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Figura 5.1: O fibrado vetorial da faixa de Mobius M sobre o circulo Z. O
circulo é mergulhado em M como a seg¢éo zero do fibrado. No caso da faixa de
Mobius, cada secéo s do fibrado intersecta a se¢do zero em um nimero impar
de pontos.

Essa se¢ao é bem-definida pois as func¢oes de transicio sdo lineares e levam
Zero para zero.

5.1.23 Proposicao. Seja E — B um fibrado vetorial de posto k que admite k
secoes globais linearmente independentes. Entdo E é o fibrado trivial.

5.1.24 Exercicio. Dada uma variedade M, mostre que Oy é o fibrado trivial.

5.1.25 Lema. A secdo zero s: B — E de um fibrado vetorial (holomorfo) define
um mergulho (holomorfo) de B dentro de E.

5.1.26 Exemplo (Projetivizacdo). Uma construcio natural de espacos vetoriais
é a projetivizacéo. Isto é, para um espaco vetorial V sobre o corpo k, podemos
definir a relacio de equivaléncia ~ em V, onde dois vetores v e w sédo equi-
valentes se existir um A € k tal que v = Aw. Definimos a projetivizacdo de V
como

ProjV .=V / ~,

que tem a aplicag¢do natural

V —ProjV

v—[vl.

Projetivizam-se as fibras e as funcoes de transicio para obter a projetivizacido
do fibrado. Note que a projetivizagédo ndo é mais um fibrado vetorial.
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Figura 5.2: O fan para Fy4.

5.1.27 Exemplo (Superficies de Hirzebruch). As superficies de Hirzebruch sao
F, := Proj(Op1 ® Op1(n)). Esse é um exemplo de uma variedade térica com
diagrama térico como na Figura 5.2. Comparar as cartas dadas pelo método
torico (veja Figura 5.2) com as que se obtém de definicdo de F,.

5.2 Grupo de Picard

5.2.1 Proposicao. Seja X uma variedade complexa e L, M, N fibrados de
linhas quaisquer. Entdo

1. L®M é um fibrado de linhas;
2. LeOy=L;

3. LeLY =0y;

4. (LOM)SN=ZLQ(MQ®N), e
5. LeM=M®L.

Isto é a dizer que o conjunto de fibrados de linhas (médulo isomorfismo) é um
grupo abeliano, e Oy é a identidade do grupo.

5.2.2 DEFINICAO. Denotamos por Pic(M) o grupo abeliano de fibrados de
linhas holomorfos (médulo isomorfismo).
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GAGA

Fibrados Vetoriais

5.3 GAGA
5.3.1 Teorema (GAGA [Ser56]). Fibrados holomorfos sobre variedades proje-

tivas sdo algébricos.

5.4 Formas Diferenciais
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Capitulo 6

Feixes

6.1 Feixificacao

6.1.1 Exemplo. Em muitos contextos, os axiomas que definem um feixe sdo
bem naturais. Um exemplo padréo é o das aplicagdes suaves C* definidas nas
vizinhancas abertas de uma variedade suave M. Elas satisfazem as seguintes
condicées 6bvias:

* Restricdo: Dadas vizinhancas U ¢V ¢ W e uma aplicacdo f € C°(W),
temos que (fv) v = flu;

¢ Localidade: para uma aplicacdo f € C®°(U) tal que f se restringe a
aplicacdo 0 em cada vizinhanca V c U, entédo f é identicamente zero; e

* Colagem: dadas vizinhancas U, V e aplicagoes f € C®°(U), g € C*(V)
que coincidem na intersecéo, existe uma aplicacdo o € C*°(U UV) tal que
hly=f e hly = g. Essa aplicacéo é dada por

h:UUV >R
fx) sexeU
x— .
glx) sexeV
A aplicacao f é suave pois suavidade é uma propriedade local.

Essas afirmacgdes também valem para as fungdes holomorfas @ definidas nas
vizinhancas abertas de uma variedade complexa.

6.1.2 DEFINICAO. Um pré-feixe é uma abstracio da condigdo de restrigcdo.
Dizemos que & é um pré-feixe de grupos abelianos sobre um espacgo topolégico
X se ele leva cada aberto U de X para um grupo abeliano &#(U) e leva cada
inclusdo U c V para um homomorfismo de grupos abelianos r¥]: FV)-FU)
chamado de restricdo. Além disso, exigimos que

* F(9)=0,
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d rg = idg(U), e

. rg o r¥,v = r‘;]V para as inclusées U cV c W.

Os elementos s € #(U) sdo chamados de se¢des, e os elementos s € #(X) de
secoes globais.

Também podemos definir um pré-feixe de anéis (resp. de médulos, de
grupos, etc) da maneira analoga, onde & (U) é um anel (resp. médulo, grupo,
etc) é as restrigoes rg sdo homomorfismos de anéis (resp. médulo, grupo, etc).

Um feixe & sobre X é um pré-feixe que satisfaz as seguintes duas proprie-
dades:

* Colagem: para uma familia de abertos {U;}, se s; € #(U;) e silu,nu; =
SJ'|UmUj, entdo existe s € # () ; U;) tal que s|y, =s;; e

* Localidade: se s € #(U) tal que U tem cobertura U =} ,U; e s|y, =0
para cada i, entdo s = 0.

6.1.3 Exercicio. Mostre que a seguinte é uma defini¢do equivalente de (pré)feixes.
Veja appendix A para as defini¢oes relevantes.

Seja C uma subcategoria de Sets. As escolhas usuais sdo Ab, R-Mod, ou
Ring, e quase sempre vamos escolher uma dessas. Um pré-feixe sobre um
espaco topolégico X é um funtor contravariante & : Topy — C.

Os elementos s € #(U) sdo chamados de sec¢oes, e os elementos s € #(X)
de secées globais. O funtor também da morfismos rg =% (U cV) para cada
inclusdo U c V, que sdo chamados de restricoes. Denotamos por s|y a restricéo
r‘é(s), onde se€ (V) éumasecdoe U V.

Um feixe sobre X é um pré-feixe que satisfaz as seguintes duas proprieda-
des:

¢ Colagem: para uma familia de abertos {U;}, se s; € #(U;) e silu,nu; =
sjlu,nu;, entdo existe s € F (X; U,) tal que sy, =s;; e

* Localidade: se s € #(U) tal que U tem cobertura U =} ;U; e sly, =0
para cada i, entdo s = 0.

Se C = Ab, entéo r‘é é um homomorfismo de grupos e & é chamado de (pré)feixe
de grupos abelianos. Assim, um (pré)feixe é sempre chamado de acordo com a
categoria a qual pertence: (pré)feixe de médulos para C = R-Mod, (pré)feixe de
anéis para C = Ring; etc.

6.1.4 Exemplo (Feixe constante). Seja A um grupo e defina o feixe constante A
sobre o espaco topolégico como sendo A(U) := A para cada aberto U # ¢ de X,
onde as restricoes sdo todas iguais ao morfismo identidade. Isso é um feixe de
grupos. Também temos construgdes andlogas para A um anel, médulo, etc.
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6.1.5 Exemplo (Skyscraper). Seja X um espago topologico, xo € X um ponto, e
A um grupo abeliano. Entéo o feixe Skyscraper A, é definido como

A sexpeU
0 sexo¢U’

id sexpeU

An(U):= { 0 sexo¢eU’

A, UcV):= {
Propriedade de colagem: dada uma familia de abertos {U;} e segoes s; €
A, (U;) tais que s;|y;nu; = s,lu;nu;, definimos s € Ay, (¥; U;) como

s(x) =s;(x) se x € U;.

Essa secéo s é bem-definida pois as sec¢des s; coincidem nas intersegoes. Pela
definicédo de s fica claro que sly, =s;.

Propriedade de localidade: seja s € A, (U) uma secdo tal que U=} ;U; e
sly, =0. Se xo € U, seja U; um conjunto com xo € U;. Entdo A, (U;cU)=id e
dai que s = 0.

6.1.6 Exemplo. Definimos o feixe de funcées holomorfas na variedade complexa
M como sendo

OyWU):={f:U —C|f é holomorfa }

com as restricoes dadas pelas restri¢cées usuais de aplicacoes. Ele é também
chamado de feixe de estrutura. Escrevemos @ em vez de O3 no caso que néo
seja ambiguo qual variedade estamos usando. Se quisermos enfatizar que O é
feixe de fungdes holomorfos e néo s6 de fungdes algébricas, escreveremos O,).

Esse feixe é um feixe de anéis. Mais ainda, se U for conexo, entéo o
anel 0(U) é um dominio de integridade. De fato, sejam f,g € O(U) tais que
f-g=0em U. Suponha que p € U seja um ponto tal que f(p) # 0 e defina
V:={xeU|g(x)=0}. Entdo p € V e o principio de identidade Teorema 1.1.12
garante que V é aberto. Como V também é fechado (pela continuidade de f) e
U é conexo, segue que U =V . Portanto g =0.

Também definimos o feixe de fungées holomorfas sem zeros na variedade
complexa M como sendo

OyU):={f:U—C"|f é holomorfa }.

Esse é um subfeixe de Gyy.

6.1.7 Exercicio. Seja M uma variedade complexa e f € O(M), e defina a subva-
riedade analitica V ={x € M | f(x) = 0}. Definimos o feixe ideal $y como

Hv(U):={geoU)|glunv =0},

com as restricoes dadas pelas restricoes usuais de fungoes. Esse feixe é um 0-
modulo pois para cada aberto U, #y(U) é um ideal do anel O(U). Se UNV = @,
entdo Sy (U)=0(U).

35



Feixes Feixificagdo

6.1.8 DEFINICAO. Sejam & e ¥ dois feixes do mesmo tipo (de grupos/anéis/etc)
sobre o mesmo espaco topolégico X. Um morfismo dos feixes é uma trans-
formacéo 7: & — ¥ ; isto é, uma familia de morfismos (de grupos/anéis/etc)
{ty: F(U)—%U)|U c X aberto } tal que o diagrama abaixo comuta

FU) —Y W)
rov ruv
FV)— Y aqw)

para qualquer inclusdo V c U.

6.1.9 DEFINICAO. Dado um morfismo de feixes 7: & — ¥, construimos o
pré-feixe de niicleo ker T como

kert)(U):=ker(ry: F(U)—¥4WU)).
6.1.10 Exercicio. Mostre que kert é um feixe.

6.1.11 DEFINICAO. Seja & um feixe sobre X, p € X um ponto, e considere os
pares (U, s) tais que p € U e s € Z(U). Dizemos que dois pares (U,s), (U’,s’)
sdo equivalentes se existir um aberto V c U nU’ tal que s|y = s'|y. Isso defina
uma relacdo de equivaléncia. O germe de s, denotado por s,, é a sua classe de
equivaléncia. Definimos o stalk de & em p como sendo

Fp ::{(U,s)|p€Ues€9}/~.
Entéo o stalk é o conjunto dos germes.

6.1.12 Exemplo. Seja M uma variedade holomorfa e @ o seu feixe de aplicacoes
holomorfas. Para um ponto x € M, o stalk O, sobre x é um anel local. A
estrutura de anel vem da estrutura de anel de G(U) para todas as vizinhancas
U de x. O anel maximal é dado por

my:={f€e0,|f(x)=0}.

E uma verificacdo simples que m, é um anel. Para ver que ele é maximal,
considere o homomorfismo de aneis

C,—C

Ele é bem definido pois cada representante f de uma classe de equivaléncia f
de @, coincide no ponto x. O nicleo desse homomorfismo é m, e dai que

Oy /m; =C. (6.1)
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Como um ideal é maximal se é s6 se o quociente é um corpo, o ideal m, é
maximal.

Ele é o tnico maximal pelo seguinto argumento. Seja I < G, um ideal
maximal e f € I \m,. Como f(x) # 0, existe uma vizinhanca V de x tal que fl|y
néo tem zeros, e dai que g :=(1/f), € 0. Como I é ideal, gf = 1€ I. Portanto,
nio existe f € I \ m,.

6.1.13 Proposicao (Feixificacdo). Seja F um pré-feixe sobre X. Entdo existe
um feixe F* sobre X e um morfismo 17: &% — F* tais que para qualquer outro
morfismo a: F — 9, existe um tnico morfismo 3: F* — 4 que faz o diagrama

T

F F*

16

|
|
|
|
|
|
Y
9
comutar.

Demonstracdo. Definimos o feixe &* associado ao pré-feixe & por colagem
das secoes. Seja U < X um aberto de X, e & *(U) o conjunto de aplicacdes

s:U— |J %
xeU

tais que
1. s(x)e &, paracadaxeU;e
2. s é localmente uma secdo do pré-feixe &.

Queremos dizer por “localmente” que para cada x € U existe uma vizinhanga
V cU de x e uma secédo o € #(V) com s(y) = 0,. A restricao rg(s) =sly éa
restricdo da aplicacéio.

Agora mostramos que & * satisfaz a propriedade de colagem. Seja {U; |i € I}
uma familia de abertos de X e s; € & (U;) secdes tais que silu;, = sjlu; para
i,j € I quaisquer. Podemos colar essas sec¢oes por definir s € Uy U;:

s:U— U Fy
xeU
y—si(y) seyeU,.

Essa aplicacéo é bem-definido pois as sec¢des {s; | i € I} coincidem nas interse-
coes. Como as condicdes para ser uma secio de & sdo propriedades locais
e s é localmente igual a s;, vemos que s também é uma segdo. Além disso,
sly, = s; e dai que & satisfaz a propriedade de colagem.
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Para ver que & * satisfaz a propriedade de localidade, note que as secdes
s € ZT(U) sdo aplicacdes, que sdo zero se e somente se sdo zero em cada
elemento de uma cobertura de U.

Definimos o morfismo 7: & — %™ por

7: FWU)— FTU)
s—(x—sy).

Considerando as propriedades de s ser uma secéo de & (U), vemos que 7(s) é
uma secio de F(U). Se x € V cU, entéo (s|ly), = s e dai que T comuta com
as restricoes.

O morfismo 7 tem a propriedade universal. De fato, seja a: & — ¥ um
morfismo de pré-feixes e s € ¥ (U). Pela propriedade Item 2, existe uma
cobertura {U;cU|i€l} de U e secoes s; € F(U,;) tais que s|y, =s;. Em
particular, s;|y;nu; = sjlu;nu; e dai que a(s;)ly;nu; = a(sly;nv;- Como 4 é um
feixe, existe uma secédo t € 9(U) tal que ¢t|y, = a(s;). Entdo podemos definir
B: F* — <4 por

B: FT(U)—4U)
s—1.

Como a comuta com as restrigdes, f também comuta, mostrando que 7 é um
morfismo. O

6.1.14 DEFINICAO. O feixe #* é chamado de feixificacdo de &, e é definido a
menos de isomorfismo.

6.1.15 Exemplo. Definimos agora o feixe de func¢ées meromorfas na varie-
dade complexa conexa M. Em primeiro lugar, seja % o pré-feixe de funcoes
holomorfas que néo sio divisores de zero:

ZU):={fe0U)|4gecOWU)tq fg=0}.

Entéao o feixo de funcées meromorfas é a feixificacdo . := ./%I;:.e do seguinte
pré-feixe:

Myre: U — ZU) 'OV,
a localizacdo de G(U) em Z(U). Ist6 é bem-definido pois Z(U) é uma sis-
tema multiplicativo. Note que para U conexo, o anel O(U) é um dominio de
integridade e .#r.(U) é o corpo de fracdes de G(U).

Para obter uma ideia de que é uma aplicacdo meromorfa, olhamos para
defini¢ao de feixificagdo. Dada uma secéo f € 4 (U), existem uma cobertura
{Viliel}deU e secoes g; € O(V;), h; € Z(V;) tais que fly = g;/h;. Podemos
assumir que g; e h; sdo relativamente primas.

Como no caso das func¢des holomorfas, também temos o subfeixe .4 *, que
é a feixificagéo do pré-feixe

Mo U— U ' OV,

que é o subanel de Z(U)~'@(U) com numeradores em G(U)*.
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6.2 Sequéncias Exatas

6.2.1 DEFINICAO. Dado um morfismo de feixes 7: & — ¥, definimos a ima-
gem im 71 como sendo a feixificacdo do pré-feixe U — 1% (U). Dizemos que & é
subfeixe de ¢ se kert = 0. Nesse caso T é chamado de injetivo. Analagomente,
um morfismo é dito sobrejetivo se Jmt = ¥4. Agora, para um subfeixe & de ¥,
o quociente 4/% é a feixificacao do pré-feixe U — 4(U)/tZF(U).

Temos entdo o conceito de uma seqiiencia exata de feixes; isto é, a sequencia

a B
0>F >G> H—0

é dita exata se kera =Jm g, a é injetivo e B é sobrejetivo.
6.2.2 Proposicao. Seja 1: &F — 9 um morfismo de feixes. Entdo

* ¢le é injetivo se e somente se o morfismo de secées 1y : F(U) — 4U) é
injetivo para cada aberto U, que acontece se e somente se o morfismo
induzido dos stalks é injetivo; mas

* ele é sobrejetivo se e somente se o morfismo dos stalks t,: Fp, — 4, é
sobrejetivo para cada ponto p.

A condic¢do de ser sobrejetivo nas sec¢oes é mais forte do que a de ser sobrejetivo
nos stalks, como Exemplo 6.2.3 mostra.

6.2.3 Exemplo. Existe um morfismo de feixes (abelianos) 7: & — ¥ que é
sobrejetivo nos stalks mas que nfo é sobrejetivo nas se¢des. Tome o espaco
topolégico R, o feixe constante & = Z, e a soma direta de dois skyscrapers
Y =172,®Zy, onde p,q sdo dois pontos distintos de R. Defina o morfismo de
feixes 7:

y: FWU)—-%4WU)
(n,n) se{p,qtcU
n—<n se {p,qInU|=1.
0 caso contrario
Vé-se diretamente da definicdo de 7 que 7y nao é sobrejetivo se {p,q} < U,
pois a imagem nesse caso é o diagonal em 4 (U)=7Za 7.
Calculamos agora os stalks &%, e 4,. Como as restricoes de & sdo a

identidate, um germe é determinado simplesmente por um elemento n € Z; ou
seja, ¥, = Z, qualquer que seja x € R. Por outro lado, temos que

0 sep#x#q
G, = .
Z sex=poux=q

De fato, dado um x € R\ {p, q}, podemos pegar uma vizinhanca U suficiente-
mente pequena tal que U N{p,q} = @ e restringir o germe a U. Como 4(U) =0,
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o germe tem que ser 0. Para um ponto x € {p,q}, podemos escolher a vizi-
nhanca U de x tal que |U n{p,q}| = 1. Como as restricées a uma vizinhanca
mais pequena sio todas identidade, um germe é dado por um elemento de
GU)=27.1sto é, %9, =9, ="Z.

O morfismo 7, é igual a O se x ¢ {p,q}, e é id se x = p ou x = q. Portanto, 7
é sobrejetivo como um morfismo de feixes mas o morfismo de sec¢oes induzido
néo é sobrejetivo.

6.2.4 Corolario. Uma sequencia curta de feixes

a ., B
0>F >G> H—0

é exata se e somente se a sequencia induzida nos stalks

02 %q P o

¢é exata.

6.2.5 Teorema. Seja & um subfeixe de 4. Entdo

0-7%gPryz .o

é uma sequéncia exata curta de feixes.

6.2.6 Corolario. Temos uma sequéncia curta exata de feixes

i
0—0* 5. B jor -0,
onde i é a inclusdo natural e p é o morfismo dado pela feixificacao da projecdo.
6.2.7 Corolario. Para uma variedade complexa M, temos uma sequéncia
curta exata de feixes
L p
0— Sy — Oy — Oyl Sy — 0,
onde i é inclusdo de aplicacbes constantes, e p é a feixificacdo da projecdo.

6.2.8 Teorema. Para uma variedade complexa M, temos uma sequéncia curta
exata de feixes

0 7 i O exp

0y — 0,

2mif

onde i é inclusdo de aplicacdes constantes, e exp: f — e é péscomposicdo

pela aplicacdo exponencial.
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6.3 Feixes localmente livres

6.3.1 DEFINICAO. Um feixe & numa variedade M é chamado de livre se
F = @;0. Dizemos que |I| é o posto de &. Um feixe & é chamado de
localmente livre se existir uma cobertura U ={U; |i €1} de M tal que F|y, é
livre. Se M for conexa, o posto é constante e podemos definir o posto de &
como sendo o posto de & |y, para i € I qualquer.

6.3.2 Teorema. Existe uma bijecdo entre a classes de isomorfismo de feixes
localmente livres de posto n e classes de isomorfismo de fibrados vetoriais de
posto n.

Demonstracdo. Seja n: E — B um fibrado vetorial holomorfo com fibra F' = C".
Definimos o feixe do fibrado & como sendo

EWU):={s: U —E|nos=1id, s holomorfa }

com as restri¢coes dadas pelas restricoes usuais de aplicagoes. Esse feixe é um
feixe de espacos vetoriais (possivelmente de dimenséo infinita). Ele também
tem a estrutura de um Opg-médulo.

Propriedade de colagem: dada uma familia de abertos {U;} e secdes s; €
&(U,) tais que s;ly,nu; = sjlu,nu;, definimos s € & (U; U;) como

s(x) =s;(x) se x € U;.

Essa secéo s é bem-definida pois as se¢des s; coincidem nas intersegdes. Pela
definicéo s fica claro que s|y, = s;. Ela também é holomorfa pois esta é uma
propriedade local.

A propriedade de localidade: seja s € £(U) uma secéo tal que sly, =0 para
uma cobertura U = J; U;. Uma secio s|y é zero se ela coincide com a secéo
zero em V. Entéo s coincide com a se¢do zero em cada aberto U;. Como as
restricoes sdo as restricées usuais de aplicacdes, s coincide com a secio zero
em U;isto é,0=s€&WU).

Agora seja & um feixe localmente trivial. Entao existe uma cobertura
U={U;liel}de M tal que ¢;: Fly, = @I&. Pela eq. (6.1), temos agora um
ismomorfismo linear (¢; o (pj_.l)x: C" — C" e dai podemos definir as funcdes de
transicéo

gij:UinU; —>GL(Cr)
x— (@; o(pJ_‘l)x-

Verifica-se que {g;;|i,j €I} sdo cociclos de Cech e, portanto, definem pelo
Proposig¢éo 5.1.7 um fibrado holomorfo. O
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6.4 Feixes Coerentes

6.4.1 DEFINICAO. Seja M uma variedade com feixe de estrutura 0, e & um
feixe de @-mddulos. Dizemos que & é (quasi)-coerente se existir uma cobertura

$U={U;|iel}esequéncias exatas

0*%ly, — 0°Fily, > Fly, — 0,

onde ¢J;, K; sdo (possivelmente in)finitos.
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Divisores

7.1 Weil

7.1.1 DEFINICAO. Seja M uma variedade complexa. Um divisor de Weil D

em M é uma soma formal D =) ;a;D; (localmente) finita onde a; € Z e cada

D; é uma subvariedade analitica irredutivel de codimensio 1 de X.
Denotamos por Div o grupo abeliano de divisores.

7.1.2 Exemplo. Seja 0 # f € .4(C) uma funcdo meromorfa em C. Entdo uma
subvariedade analitica irredutivel de codimensédo 1 é um ponto. A funcéo f
tem um numero finito de zeros Z; de ordem a; e um nimero finito de polos P;
de ordem b;. Entédo podemos definir o divisor div(f):=Y a;Z; —> b;P;. Note
que flz, =0e f|p, = oco.

7.1.3 DEFINICAO. Dadas uma variedade complexa M, uma aplicacédo ho-
lomorfa f € (M), e um divisor D, queremos definir um inteiro ordp(f) que
generaliza Exemplo 7.1.2. Primeiro escolhemos um ponto p € D e uma apli-
cacdo g que defina D em volta de p. No anel local Gy, existe um inteiro
maximal n € N tal que f € (g”)@Myp. Por [GH94, p.10, 2°Prop.], o inteiro n é
independente da escolha de p € D. Definimos ordp(f) := n.

No caso que f seja meromorfa em M, podemos escrever f localmente
em algum aberto U como f = %, onde g,h sao holomorfas em U. Definimos
ordp(f):=ordp(g)—ordp(h). Dizemos que f tem em zero de ordem ordp(g) e
um polo de ordem ordp(h) ao longo de D.

O divisor da aplicagdo meromorfa f é definido como

div(f):= ) ordp(f)-D,
D

onde a soma percorre sobre todos os divisores D de M. Escrevendo [ local-
mente como %, definimos o divisor de zeros como divy(f):=Y pordp(g)-D, e
divisor de polos como dive(f):=Y pordp(h)-D.

7.1.4 Exemplo. Seja M =C3 e D = ¥(g) € M, onde g = 21 — 29 € @. Defina
f=( —22)225’ = gzzg € 0. Entao ordp(f)=2.



Divisores Cartier

7.1.5 Exemplo. Defina o divisor D :=3 77 ; 1/n em C. Entéo D ¢é infinito mas
localmente finito.

7.1.6 DEFINICAO. Dizemos que dois divisores D1, Do sdo equivalentes se
D1 —Dgy =div(f) para alguma funcéo racional f.

7.1.7 Exemplo. O divisor D = 3p para p € CP! néo corresponde a uma funcéo
racional porque toda funcéo racional P! — P! com d zeros tem d polos [Ah178,
p. 311.

7.1.8 Exemplo (Blow-up de um ponto). O blow-up de C? na origem é
C?={(z,0)eC*xP' |z e ¢}.

O conjunto
p={©.nec?}

é chamado de divisor excepcional.

7.1.9 Exemplo. Seja f: X — Y uma aplicacio racional de superficies complexas
(lisas). Entao f se escreve como uma composi¢do de um nuimero finito de blow-
ups e blow-downs [GH94, Chapter 4].

7.2 Cartier

7.2.1 DEFINICAO. Um divisor de Cartier é uma secéo global do feixe .4 */C*.
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Capitulo 8

Cohomologias

8.1 Cech

8.1.1 DEFINICAO (Cohomologia de Feixes). Dado um feixe de grupos abelianos
& definido sobre a variedade M e % ={U; | i € I} uma cobertura localmente
finita de M. Assumimos que I tem uma ordem total, e para um subconjunto
A c I escrevemos Uy :=(;ea U;.

Agora definimos os grupos de cocadeias

Clu,7):=]FU)
iel
Clu,7):= [| FWUa)

Acl
|A]=2

CP(U,F):= [] FUa)
Afepe1

Seja 0 € CP~1. Entéo o =[]4 o4, onde A c I percorre sobre todos os subcon-
juntos com p elementos e g4 € F(U,). Note que paracadaiel\A, temos a
restricdo (UA)|UAUm €Z (Uautiy)-

Para definir o cobordo, queremos definir uma secéo 72 € % (Ug) para cada
B c I com p+1 elementos s6 usando as secdes ol e F(Uy,) de 0. Como
B\{i} tem p elementos para qualquer i € B, definimos 72 como sendo a soma
alternada das secoes o8 \*! restritas a Up. Mais precisamente,

"

6: CP Y, F)— CP(U,F)

p .
Acl Bcl \k=0
|Al=p |Bl=p+1

onde i é 0 k-ésimo elemento de B.
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Essa expressdo é bem geral e vamos ver agora alguns casos particulares.
Por exemplo, suponha que tenhamos uma cobertura % = {U,V }. Entao para
o=w0Y,0V)e CY(%,F), temos

6U:0V—0U,

onde omitimos as restricoes a UNV. Similarmente, para uma cobertura
U ={U,V,W}euma secéo o = @V, oUW oV-Wye CL (%, F), temos

so ="V _gUW UV

onde de novo omitimos as restriccgesaUNV NnW.

8.1.2 Exemplo (Fibrados de posto 1). Seja L um fibrado vetorial holomorfa de
posto (complexo) 1 e U,V,W abertos trivializantes para L. Temos as fungoes
de transicdo {gyv } que satisfazem
guv(b)-gvyb)=1 parabeUnNV
guv(®)-gvw(b)-gwy(b)=1 parabeUNnVnW
para qualquer escolha de trivializacées U,V ,W. Note que gyy: UnV —C* é

holomorfa e assim defina uma se¢do em 0* (U N V). Reescrevendo as relagdes
acima em termos de cocadeias (isto €, com notacéo aditiva), temos

guv+gvu =0 emUNV
guv+gvw+gwu =0 emUNVNW.

No caso em que M é coberto por U,V ,W, temos que a se¢do 0 = (gyv,8vw,EwWU)
satisfaz 60 = 0. De fato,

60 =gvw—8guw+8uv
=gvw —(8vw +8uv)+8uv.
=0,
onde omitimos as restriccgesa UNV NnW.
8.1.3 Exercicio. Mostre que o operador cobordo definido acima com respeito a

qualquer cobertura % e feixe & satisfaz 62 = 0.

8.1.4 DEFINICAO. Seja § o operador cobordo definido acima com respeito a
cobertura % e ao feixe %. Entéo definimos o subgrupo dos cociclos

ZP (U, F):=ker6 cCP(U,F).

Um cociclo g € Z? é dito cobordo se existir um (p — 1)-cadeia 7 € C? (U, F)
tal que 67 = 0. Como 62 = 0 qualquer elemento da forma 67 é um cociclo.
Ai definimos os grupos de cohomologia de Cech
ZP (U, F)
6CP~1 (U, F)

com respeito a cobertura % e ao feixe %.

HP (U ,F) =
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8.2 Feixes

8.2.1 DEFINICAO. Sejam % ={U;|i€l}eV ={V; |j € J } duas coberturas.
Dizemos que 7 é um refinamento de % se existir uma aplicacéo r: J — I tal
que V; cU,(;. Escrevemos ¥ <%.

E possivel que exista varias escolhas de r e queremos distinguir elas.
Assim dizemos que o par (V,r) é um refinamento de % se 7 é um refinamento
de % com r a aplicacdo dos indices como ja definida acima.

8.2.2 Lema. Seja % uma cobertura e (V,r) um refinamento de % . Entdo existe
um morfismo de complexos p,: C*(U,F)— C*(V,%F).

Além disso, se (V,r') também for um refinamento de %, entdo existe uma
homotopia de cadeias entre p, e p,.

Demonstragdo. Para qualquer conjunto finito B c J, definimos (—=1)"Z como a
paridade do conjunto 7B na ordem de I; ou seja,

(178 = 1 se rB é par
-1 serB éimpar.

Defina

pr: CUU,F)— CI(V, F)
1_[ O,A — 1_[ (_l)rB OJ'B

Acl Bcd
[Al=g+1 IK|=q+1

b

Vg

onde colocamos "8 := 0 se rB néo tiver ¢ + 1 elementos. Precisamos mostrar
que o diagrama

CPr~Y (U, F) CP(U,F)
Pr Pr
crlwy, ) CP(V,Z)

comuta para qualquer p > 0. E facil verificar que para qualquer o € C?~1(%, %),

p . .
5op(o) = H Z (_Dk(_l)r(B\{Jk}) O.T(B\{Jk})

;e
BSd k=0 Ve
IB|l=p+1
B z k B\{i
prod@)= ] ~BY (-1)F g"BMir|
Bed k=0 Ve
[Bl=p+1
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onde jj é o k-ésimo elemento de B na ordem de J e i, € o k-ésimo elemento de
rB na ordem de I. Comutatividade segue da teoria geral de permutacoes, e
em particular do fato que

(_1)R(N) — (_1)R(N\{J})(_1)J_R(J)
onde N={jeN|j<p}eR: N — N é uma permutacéo.
Agora, dadas duas aplicacdes r,r’: J — I precisamos definir uma ho-

motopia de cadeias; isto é, morfismos A: C*(%,F) — C**1(V,F) tais que
or—pr =00h+hod para qualquer p > 0.

CPl(u, )

CP (U, F)

N
Pr—pPr

CP(V,F) CrrY (v, F)

O

8.2.3 DEFINICAO. Sejam %,7 duas coberturas tais que 7 < % . Entao existe
um homomorfismo

puy =py H (%,F)—-H"(V,F),
que é independente da escolha de r pelo Lema 8.2.2.

8.2.4 Lema. O conjunto de coberturas é um conjunto dirigido, onde a ordem <
édada por U<V seV <.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que para quaisquer duas coberturas %, 7,
existe uma terceira # que é um refinamento das outras. Defina # :={UNnV |U €%,V € V'}.
Entao # é uma cobertura pois qualquer ponto tem uma vizinhanca U € %
e uma vizinhanca V € 7. A cobertura # é um refinamento pois UNnV cU e
UNnV cV para qualquer elemento UNV e #'. O

8.2.5 Lema. O conjunto de grupos de cohomologia de Cech H* (U, F) é um
sistema dirigido de grupos abelianos indexado pelas coberturas.

Demonstracdo. Dadas duas coberturas 7,%/ com ¥V < %, temos o homomor-
fismo induzido py 4 = p;: H*(%,%) — H* (V,%), que é independente da
escolha de r.

Para qualquer cobertura %, escolha r =id: I — I. Entéo py 4, =id.

Com trés coberturas # <V <%, é claro que po, = py a © P,y , Pois isto
ja acontece no nivel de cocadeias; ou seja, pr o ps = Psor- O
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8.2.6 DEFINICAO. Definimos a cohomologia de M com coeficientes & como o
limite direto
H'"(M,Z):= @H”(%,g),

onde % percorre sobre todas as coberturas de M.

8.2.7 Observacdo. Em geral, é muito dificil calcular esse limite direto e preci-
samos de um teorema que facilita os cdlculos. Como descrito no Teorema 8.2.8,
a cohomologia de uma cobertura aciclica é igual ao limite direto.

8.2.8 Teorema (do Leray [GH94, p. 40]). Seja % ={U, | a € I} uma cobertura
da variedade M que é aciclica no sentido que para todo q >0 e todo A c I finito,

HYUy,7)=0.
Entdo H* (%, F)=H* (M, Z).

8.2.9 Proposicio. Seja F um feixe sobre a variedade M. Entdo H® (M, %) =
F (M) é o conjunto de secoes globais.

8.2.10 Proposicao ([GH94, p. 46]). Para q >0, temos H? (C” x (C*)™ ,@hol) =
0.

cr+l sek=0en=0
8.2.11 Teorema. H*(P1,0(n))={C "D gsek=1en<-2.
0 caso contrdrio

Demonstracdo. Usaremos a cobertura % ={Uy,U; }, onde os abertos U; séo os
abertos canénicos, com coordenadas

Up={z}=C

Up={¢1=C.
Também temos que

U()ﬂUl =C*

e nessa intersecéio, z~1 = £. Pelo Proposicéo 8.2.10 essa cobertura é aciclica e
pelo Teorema 8.2.8 temos que H* (%,0(n)) = H* (P1,0(n)).

Como a cobertura s6 tem dois abertos, C* (%,6(n)) =0 para k =2 e dai que
H* (P1,6(n)) =0 para k > 2.

Pelo Proposicio 8.2.9, H? (P1,0(n)) = G(n) (P1). Seja f € 6(n)(P?). Pode-
mos escrever

m .
flu, =) aiz'.
iz0

Temos

floy=2"") aiz' =) a;2"™" =) a;§""
i=0 i=0 i=0
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e dai que a; =0 para n—i < 0. Se n <0, isso significa que fly, =0. Pelo
Teorema 1.1.12, f =0 e H° (Pl,@’(n)) =0 para n < 0. Por outro lado, se n =0,
temos n + 1 escolhas livres a; € C para i =0,...,n. Entdo H? (P1,0(n)) = C**1
paran=0.

Agora queremos calcular H!. Temos

C% =0 (n)(Uy) x O(n)U1)
Cl=0(n)(UynU;).

6:C%= ¢!
(f,.ge)—f-2"g.

Como C? =0, cada elemento de C! é um cociclo e s6 precisamos saber quais
deles séo cobordos. Sejam f € G (n)(Uy), g € O(n)(U1) e escreva

0 .
f=) b2
=0
(&) . 0 .
g==-2 cjt/=-3 cjz”’
7=0 7=0
donde segue que
(S . (&) .
f-2"g=) biz"+z" ) cjz7.
i=0 j=0

Note que todas as potencias z* com % =0 ou & < n parecem nessa expressio.

Portanto, os termos que nao sio cobordos sédo da forma A = Z,;(:”lﬂ)a »2F que é
néo zero se e somente se n < —2. O

8.2.12 Teorema. dimH'(C?\{0},0,) = co.

Demonstracdo. Defina

U :={(21,22) € C*\{0} | 21 £0}

V= {(21,22) € C2\ {0} | 22 £ 0}.
Entdo C2\{0}=UUV. Como U=C*xC,V=CxC*, eUNV =C* xC*, pelo
Proposicdo 8.2.10 essa cobertura é aciclica. Portanto, pelo Teorema 8.2.8
H*(C2\{0},0)=H*({U,V},0).
Agora calculamos H'! (Cz \{0},0). Seja 0 uma 1-cocadeia em M. Entéo
o€ 0O(UNV)éum 1-cociclo pois ndo temos intersecoes triplas. Como o esta
definida em U; nUy =C* x C*, ela é da forma

oo o] .
o= ) ) 0ijz1%y
Jj=—00i=—00
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Os cobordos sido da forma

o0 o0 . .
_ iJ
ay=) ). aijz12

Jj=0i=—00

em U, e da forma

0o 00 L.
_ 1 J
Bv= 3 D aijzi2

j=—00i=0

em V. Ai 0 ~0—ay — By e os cociclos da forma

-1 -1 o
Y X iz
Jj=—o00i=—00
sdo representantes de classes de equivaléncia distintos. Portanto dim H(C2\
{0},0) = oo. O

8.3 Dolbeaux

8.3.1 DEFINICAO. Seja M uma variedade complexa de dimens&o complexa n.
Definimos o fibrado

QP(M,R):= (TpM)"”

cujas secoes sdo as formas diferenciais em M de grau p. As fibras sdo dadas
por

(dxr AdyglII|+1d] = pig,
onde usamos a notagao de multi-indices. Temos o operador cobordo &

d: QP(M) — QP*Y(M)

0
Z frgdxrndyg— Z 1 dx; NdxpANdyyg
I+l |=p i=1,..n 9%i
[I1+1J1=p
0
+ Z fI’dei/\de/\dyJ,
i=1,..,n ayi
[I1+|J1=p

onde escrevemos as formas localmente. Esse operador satisfaz 62 = 0, e assim
defina uma cohomologia chamado de cohomologia de de Rham, que é denotada
por Hjp(M,R).

Podemos complexificar o fibrado QP (M,R) para obter

QP(M):= (T:M)"?,
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o fibrado das formas diferenciais complexas de grau p. As fibras sdo dadas por
(dzy ndzg|II1+1J] = p)¢.
Ainda temos um operador cobordo

d: QP(M) — QP1(M)

0
Z f[’JdZ[ AN dEJ — Z fI’J dzi N dzl N dEJ
1141T1=p i=T..n 0%
[I1+|J1=p
0
Z fi’JdEi /\dZ[ /\dEJ,
i=1,..n 0z;
I1+]J1=p

onde de novo escrevemos as formas localmente. Como no caso real, §2=0e
essa cohomologia de Rham com coeficientes complexos é denotada por H 3 (M).
Como T'M = T*10M & T*%1 M, temos

Qk(M) - @ ((T*I,OM)AP A (T*O,].M)/\q) .
p+q=k
Defina as formas de tipo (p, q) por
Q(p,q)(M) = (T*I,OM) Ap A (T*O,IM)/\Q

que sdo as imdgens das formas pelas projecdes naturais 779 : Q¥(M) —
QP D(M), onde p +¢q = k. Note que para w € QPP (M), vale dw € QP LD (M) e
QP-a+D(pf). Assim, com

8:= P10

0:=aP?Vod,

vale d = 3+3. Além disso, 0 = d2 = 9% +9° +039+30. Pela definicéo das projecdes,
valem

Entéo 62 = —52. Mas as imégens de 0 e 0 sdo distintas, e dai que
2=0
3 =0.
Portanto, 3 e @ sdo operadores cobordos. A cohomologia definida por 0 é

chamada de cohomologia de Dolbeaux e é denotada por Hg’q(M ).

8.3.2 TEOREMA ([GH94, p.45]). Seja M uma variedade complexa. Entdo
HY (M,QP(M))EHg’q(M).
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8.4 Relacoes entre as Cohomologias
8.4.1 Teorema.

Hy,.,(M,2)=H"(M,2)
8.4.2 Teorema.

H,,, (M,R)=H;

sing

(M,R) = H};, (M,R) = H* (M,R)

8.4.3 Teorema.
H2Y(M)=H" (M, Q)

8.5 Pice Div

8.5.1 Teorema. O grupo de Picard Pic(M) é isomorfo ao HY(M,6*), para uma
variedade complexa M qualquer.
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Capitulo 9

Classes Caracteristicas

[MS74]

9.1 Classe de Euler

9.1.1 DEFINICAO. A classe de Euler associa a cada fibrado vetorial orientado
um elemento na coholomogia da base H?(B;Z), onde p é o posto do fibrado, de
tal maneira que satisfaz as seguintes condicgoes:

* funtoralidade: dado um morfismo de fibrados vetoriais orientados ¢: 71—
¢, temos que
e(m) = ¢ e();

e formula da soma de Whitney: dados dois fibrados vetoriais orientados
&, n, temos

e(E@n) =el&) - e,
* normalizagdo: se ¢ possui uma secdo sem zeros, entéo e(é) =0; e

* orientacdo: com ¢°P o fibrado com a orientacéo oposta de ¢, entéo

e({) = —e(d).

9.1.2 Exemplo. e(TM) = y(M).

9.2 Classe de Chern

9.2.1 DEFINICAO (Axiomas de Eilenberg-Steenrod). A classe de Chern c;,
associa a cada fibrado vetorial complexo um elemento na coholomogia da base
H?k(B;R) de tal maneira que satisfaz as seguintes condicoes:

* ¢co=1;
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* funtoralidade: dado um morfismo de fibrados vetoriais complexos ¢: 17—
¢, temos que
cx(n) =" c($);

o formula da soma de Whitney: dados dois fibrados vetoriais complexos &,
7, temos

k
cr(E@n) =) cp_i(®) —ciln)

1=0
* normalizag@o: ci (Op1) =1.

A classe de Chern total ou polinémio de Chern é

n

c(®):= ) e,
k=0

onde ¢: E — B é um fibrado vetorial complexo sobre uma variedade B e
n =min{dim¢c M,rank¢{}.

9.2.2 Exemplo. O polinémio de Chern de um fibrado trivial é 1. Isso segue de
funtoralidade e do fato de que o fibrado trivial sobre M é o pullback do fibrado
trivial sobre um ponto.

9.2.3 Lema. c({1®&2)=c(&1)-c(é9).

9.2.4 Proposicio. [Pra] Seja X := V(f1,...,fz) € P"** uma intersecao com-
pletaei: X — P"** g inclusdo. Defina a:=1i* (cl (6Pn+k(1))) € H2(X). Entdo

f a™*=d, 9.1
X

onde d =T1¥d; e d; = degf;.
Além disso,

(1 + a)n+k+1

c(X)= L+d;a)

=l+c1(X)+--+c¢, (X)), 9.2)
e a caracteristica de Euler é dada por
100~ [ e, 9.3)

onde c;(X) € H? (X) é a i-ésima classe de Chern.

9.2.5 Exemplo. Temos o mergulho de P! em P? dado por

f: Pl —p?

[u,v]— [u,v,0].
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A imagem de f é a variedade projetiva em P? dada por X 1,1 := ¥(2), onde
usamo as coordenadas homogéneas [x,y,z] em P2. Entdo X 1,1 é definido por
um polinémio de grau 1.

Aplicando eq. (9.2) no polinémio de Chern da

(1+a)?
1+a
pois a? € H*(P!) = 0. A classe de Euler e(X11) é a classe de Chern top

¢1(X1,1) =2a. Da eq. (9.3), vemos que a characteristica de Euler de X1 é
dada por integrar a classe de Chern top sobre X 1; ou seja,

c(X11) = =(1+a)®=1+2a,

Xi1) = 2a.
X( 1’1) X1

Agora podemos aplicar eq. (9.1) para obter a identidade

f a=1.
X11

X (Xl,l) = ZfX a=2. (9.4)

Portanto,

9.2.6 Exemplo. Considere o mergulho de Veronese

g: Pl —p?

[w,v]— [u?,uv,v?].
A imagem de g é a variedade projetiva X7 9 := 7( y2 —xz) c P2, onde usamos
as coordenadas homogéneas [x, y,z] em P?. Portanto, X 1,2 € definido por um

polinémio de grau 2.
Aplicando eq. (9.2), vemos que

1+a)?
c(X12)=J 5 -=1+a,

pois a* € H* (P1) = 0 for £ > 1. Portanto, a classe de Euler é e(X12) =
c1 (X 1,2) = . Integrando a classe de Euler da a characteristica de Euler

X(X1’2)=f a.

X120

f a=2.
X1

Agora, eq. (9.1) mostra que

Portanto,
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9.2.7 Exemplo. Considere o mergulho de Segre

fiPlxp!—p3
([x0,%1],[y0, y1]) — [x0y0,%0¥1,%150,%1y1].

A imagem de f é uma variedade projetiva em P2 dada por X. 2,2:="V (2023 —2122),
onde usamos as coordenadas homogéneas [z¢,21,22,23] on P2. Dai que Xoo é
definido por um polinémio de grau 2.

Equation (9.2) da

(1+a)*

=1+2a+2a?
1+2a area

C (Xg,z) =

pois a* € H?* (P! x P1) = 0 para & > 2. Portanto, a classe de Euler é e (Xz2) =
co (X 2,2) =2a2. A caracteristica de Euler é dada por integrar a classe de Euler:

1 (Xa2) = f 242,

Xoo

Aplicando eq. (9.1) mostra que

Portanto,
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Capitulo 10

Teoria de Gauge

10.1 Fibrados Principais

10.1.1 DEFINICAO. Um fibrado principal é uma agio livre a direitaa: GxP —
P em uma variedade suave P por um grupo de Lie G tal que

* 0 quociente M := P/G é uma variedade suave e a projecdo quociente
m: P — M é uma aplicacdo suave;

* existirem uma vizinhanca U em volta de cada ponto x € M e um difeo-
morfismo

oy N U)—UxG
p =@(p),yu(p)),

onde yy: n71(U) — G é uma aplicacéo equivariante, tais que o diagrama

Yu

1) UxG

Pry

comuta.

A variedade P é chamada de espaco total, B de espaco de base, G de grupo
estructural, m de projecdo, ¢y de trivializa¢do local. Em cada trivializacéo,
podemos munir as fibras 77 1(x) com a estrutura de grupo de tal maneira que
seja isomorfo ao grupo G (como grupo de Lie).

Se existir uma trivializagéo global ¢jr: P — M x G, entéo o fibrado princi-
pal se chama trivial.
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Note que temos uma secéo local distinta
sy:U— )
xX— lpl}l(x, 1),

onde 1 é o elemento neutro do grupo G. Entéo, definindo gy := yy o sy, temos
as funcées de transicdo gyv

guv: UnV -G
x—gux)-gvx) ™,
onde a inversa é a do grupo e néo é a pré-imagem.

10.1.2 Lema. As funcées de transicdo de um fibrado principal sdo cociclos de
Cech.

10.1.3 Proposicao. Seja M uma variedade suave com uma cobertura aberta
3. Dado um grupo G, e aplicagées {gyy: UNV — G | U,V € il} que sdo cociclos
de Cech, existe um tnico fibrado principal m: P — M com grupo estrutural G e
funcées de transicdo {gyy | U,V € 4}

10.1.4 Corolario. Existe uma bijecdo entre fibrados principais com grupo
estrutural GL(k,R) com os fibrados vetoriais de posto k.

10.1.5 Exemplo (Fibrado Referencial). Seja n: E — M um fibrado vetorial de
posto k& sobre M. Como as func¢des de transicdo sédo aplicacées sobre o grupo
GL(%,R), por Proposicdo 10.1.3 existe um tnico fibrado principal P — M com
grupo estrutural GL(k,R) e as mesmas fungées de transicéo.

10.1.6 Proposicao. Seja n: P — M um fibrado principal e p: G — GL(V) uma
representacdo do grupo estrutural. Entdo

PxV)xG—-PxV
(p,v)-8— (pg,p(g ")
é uma acdo livre. Definindo P x,V := P x V/G, a projecdo induzida
mp:Px,V—-M
[p,v]— 7(p)
é bem definida e é um fibrado vetorial sobre M com fibra V.

10.1.7 Exercicio. Seja{gyv:UNV —G|U,V e€il} as fungoes de transicio do
fibrado principal P. Mostre que P x,V é o fibrado vetorial com funcdes de
transicdo pogyyv: UNV c M — GL(V).

10.1.8 DEFINICAO. Dado um fibrado principal n: P — M, uma secdo é uma
aplicacdo s: U c M — G tal que mos =id.

10.1.9 Proposicao. Um fibrado principal n: P — M é trivial se é somente se
existe uma secdo global.
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10.2 Conexoes

10.2.1 DEFINICAO. Dado um fibrado principal 7: P — M, uma conexdo é uma
escolha suave de subespaco H,, c T, P para cada p € P tal que

* dnp: Hp — Typ)yM é um isomorfismo; e
hd (dDg)p(Hp):Hpg.

Queremos dizer por “escolha suave” que existe uma vizinhanca U em volta de
cada p e campos suaves X1,...,X}, definidos em U tais que H, = span{X1(p),...,Xz(p)}
paracada peU.

O espaco H, é chamado de espaco horizontal e V), := ker(dr), de espaco
vertical. Note que T, P =V, ®H, paracada p € P, dimH, =dimM, e dimV, =
dimG.

Dado um campo X em P, podemos decompor ele em partes verticais e
horizontais. Assim, X = X# + XV onde X¥ e XV séo campos horizontais e
verticais, respectivamente.

10.2.2 DEFINICAO. Uma 1-forma de conexdo para um fibrado principal
n: P — M é uma 1-forma w em P com valores em g (isto é, w € Q1(M, g)) tal
que

¢ Para cada X € g, temos wo(X):= X, onde

d
op(X):= 2P -exp(tX) t:O;

* Do =Adg1 0 para qualquer g€G.

10.2.3 DEFINICAO. Um campo de gauge A é uma colecdo de 1-formas Ay €
QlY(U,qg), U c M, tal que

Ay =Adg,, cAy +g§‘,U9 (10.1)
nas intersegdes  ZU NV c M.

10.2.4 Proposicao. Seja P um fibrado principal. Entdo uma conexdo, uma
1-forma de conexdo, e um campo de gauge sdo dados equivalentes.

10.3 Curvatura

10.4 Transformacao de Gauge
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Capitulo 11

Deformacoes Infinitesimais

[Kod05]

11.1 Familias Diferenciaveis

Seja M uma variedade complexa. Dada uma cobertura por cartas holomorfas

{U; cC™|iel}, escrevemos as coordenadas em U; como z; = (zil,...,z;”), e

temos o conjunto de funcées de transicdo {g;;: U; — U, | i,jel}. Assim, M
pode ser escrita como

M=JUi/~
I
onde identificamos z; € U; com z; € U; se z; = g;;(z;).
Para “diferenciar” a estrutura complexa de M, adicionamos parametros
diferenciaveis ¢ = (¢1,...,t,) € R" as funcoes de transicéo
fij: UixR"=U;

(z),t) = fij(zj,1)

(2),0) = gij(z))
onde f;; séo holomorfas nas primeiras m coordenadas e suave nas ultimas

n coordenadas. Para cada ¢ € R" fixo, as funcdes {f;;|i,j € I'} sdo funcdes de
transicdo; isto é, temos uma variedade M; dada por

M, ZUUi/~
I
onde identificamos z; € U; com z; € U; se z; = f;(z},t). Note que Mo =M.

11.1.1 DEFINICAO. Um familia diferencidvel de variedades complexas pa-
rametrizada por um dominio B ¢ R” é uma variedade suave .# com uma
aplicacéo suave w: .4 — B tal que

* 0 posto do Jacobiano dw é n em cada ponto de .#;
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e para cada t € B, a fibra w~1(¢) é um subconjunto conexo compacto de .4

* as fibras M}" := 0~ 1(#) sdo variedades complexas compactas para cada
teB;

¢ existem uma cobertura localmente finita {%; | i € I} e aplicacbes suaves
zj: % ;— R" tais que para cada ¢ os conjuntos

{2:p= (@), 200)) |20 0 2 0
formam um sistema de coordenadas locais de M;.

Denotamos por (/4 ,B,w) essa familia.

Escrevendo as partes reais e imaginarias zj‘(p) = x?“‘l(p) + ix?“, e defi-
nindo

Xj: %j g RZm x B
p— (le.(p),...,sz.”(p),tl,...,tn),
w(p):(tl,---,tn),

obtemos um sistem de coordenadas locais suaves de .#. Usando coordenadas

complexas em R?™ via (z1,...,2™) = (x! +ix2,..., 2™ 1 +x%™), reescrevemos xj
como

xj: U —C" xB
p— (2zj(p),w(p)).

Como a mudanca de coordenades em .# nio muda o variavel ¢, as funcdes de
transicdo x;(p) — x;(p) (para %, N%; # @) se escrevem como

fjk: %jﬂ%k q%jﬂ%k
(zr(p), ) — (2(p), 1)
t=w(p)

Como z(p) — z;(p) sdo mudancas de coordenadas biholomorfas em %; N %}, N
w™1(t) # @, sabemos que as aplicacdes fjr séo holomorfas em zi,...,zkm.

11.1.2 DEFINICAO. Duas familias diferenciaveis (.#,B,w) e (A ,B, ) sobre a
mesma base B sio ditas equivalentes se existir um difeomorfismo ®: .4 — N
tal que para cada t € B, ®(M;) = N; e ®|py, : M; — N; é biholomorfa.

A familia (/,B,w) é chamada de trivial se ela for equivalente a familia
(M x B,B,n), onde M = 0w 1(¢°) para algum ¢° € B.

A familia (/,B,w) é chamada de localmente trivial se, para cada t € B,
existe um subdominio I c B tal que a familia (#1,1,w|;) € trivial.

Dizemos que a estrutura complexa de M; da familia diferenciavel (.4,B,w)
néo depende de ¢ se essa familia for localmente trivial.
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11.2 Deformacao infinitesimal

Agora precisamos entender o que significa a dizer que M; depende de ¢, e
queremos achar uma caracterizacdo em termos das funcées de transicéo
{fij | i,jeI}. As componentes i, de fir = fijo fjr se escrevem como

Faen 0= £ (Fhen b Flen,0), =10,

Colocando zJ f (zp,t), obtemos

offert) _Offilert) 3 Of s 2k, 1) afk(Zk,t>
ot ot P R P ot
J

Por colocar 2’ = f{% (z,,t), reescrevemos isso como

offy er,t) _ Of; (zp) m
o *L o

Za af k(zkyt)
ot

Usando campos holomorfos, essa expresdo se reescreve de novo como

A CIN)) 0 m (ZJ,t) m afk(Zk,t) 9
ik TR 9 Z _+ kR 9
ot a=1 02? =1 ot azﬁ

J
onde utilizamos a identidade

. 0

"
i

Para simplificar a notagao, introduzimos os campos de vetores

n 0f% (zp,t) 9
k b
0 (t):= J——,
J 0;1 ot 0z¢
e entao
0;(t)=0;;(t)+ 0 (2)

(11.1)
0rj(t) = —0,(2).

Resumindo, em cada intersecdo U; NUj, de M; = J; U; definimos um campo
holomorfo 6, que satisfaz eq. (11.1) em U; nU; NUy, # @, a condi¢do de cociclo
de Cech. Portanto, temos um elemento

0(t):= (0x); € H (U4,0,),
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onde i; é a cobertura {U;|iel} de M; = J;U; e ©; é o feixe de campos
holomorfos de M;. O grupo H'({;,0;) é um subgrupo de H! (M;,0,), e assim
consideramos 6(¢) como um elemento de H! (M,,0;,). A classe 0(¢) é chamada
da deformacdo infinitesimal de M; e representa, em algum sentido, a derivada
da estrutura complexa de M;. Escrevemos ela como
oM
—L.=0(t)e H (M;,0;).
ot
Mostramos agora que 6(¢) ndo depende da escolha dos sistemas de coorde-
nadas locais.

11.3 Dependéncia do Parametro

11.3.1 Teorema. Se dimH!(M;,0,) é independente de t € I, entdo pode-
mos escolher um 0-cocadeia (Hj(t))I com 5(9j(t))I = (ij(t))I tal que cada
H?(zk, t) é uma aplicacdo de classe C* de le., . ,z;?“, t, ondo colocamos 0(t) =
m 6(1

il
a=107 @, )57

11.3.2 Teorema. Se dimHl(Mt,(at) é independente de t € I e 0(¢t) = 0 identi-
camente, entdo (M ,B,w) é localmente trivial.

11.3.3 Teorema. Se dimH' (M,,0;) é independente de te I é p: =0 identica-
mente, entdo a familia (,B,w) é localmente trivial.

11.3.4 Teorema. Seja (4 ,B,w) uma familia diferencidvel e M; = 0™ 1(2).
Entdo dimHY (M ¢, 0;) € superiormente semi-continua.

11.3.5 Teorema. Seja (./,B,w) uma familia diferencidvel de variedades com-
plexas compactas, onde B é um dominio de R* com 0 € B. Se H'(My,0) =0,
entdo existe uma vizinhanca I < B de 0 onde (1,1,w|r) é trivial.
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Capitulo 12

Simetria do Espelho

12.1 Diamantes de Hodge

12.1.1 DEFINICAO. Uma variedade complexa compacta é dita Calabi-Yau se
o feixe canénico K x for trivial; ou seja, Kx = Ox.

12.1.2 DEFINICAO. Dada uma variedade complexa compacta M, sua dia-
mante de Hodge é o diagrama

RN
hn,n—l hn—l,n
ht n-2 hn—l n-1 hn—2n
h? 1 hl n
R0 Lo
hn—l 0 hn—l 0
h2 0 hl,l hO 2
hl,O hO 1

hO’O

12.1.3 Teorema (Simetrias classicas).

12.1.4 Conjetura. Dada X existe X tal que o diamante de Hodge de X é
obtido do diamante de Hodge de X por reflexdo na reta diagonal /4.

12.1.5 DEFINICAO. Seja E um fibrado vetorial e o/P o feixe de p-formas
diferenciaveis com valores em E; ou seja, secoes do fibrado (T*M ®( M)E)Ap .
Uma conexdo D em E é um operador

D: 4%E)— 4NE)
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que satisfaz a regra de Leibniz

D(f)=df el+f-Dg.
O operador D se estende para p-formas

D: oP(E) — 4P HE).
O operador de curvatura é D?.

12.1.6 Teorema (Férmula de Adjuncao). seja X uma variedade lisa, 1: Y — X
uma subvariedade lisa. Entdo a sequéncia

0— .9/92 - 1"Qx — Qy — 0

é exata. Além disso, Ky = 1" Kx ® det (ﬂ/ﬂz)v, onde K é o fibrado canénico.
Seja D um divisor em X, com D liso. Entdo o fibrado normal de D em

X estende a um fibrado 0(D) em X, que satisfaz Ox(D)|p = v(D), onde v é
o fibrado cotangente. Neste caso o fibrado conormal #/.92% é 1*G(-D), Kp =
¥ (Kx ® G(D)).

12.1.7 Exemplo. C2 =0p:1(-1)=U UV, U ={(z,u)}, V ={&v},UnV =C* xC,
onde (¢(,v) = (z71,2u). Sy ={u=0}em U. #/9% = (u)/(u?) é a primeira
vizinhanca infinitesimal de Y.

12.1.8 Exemplo. A variedade W, := Tot(Op:1(k) ® Opi1(—k — 2)) é uma Calabi—
Yau 3-fold. Ky = *Kx ®det(.#/.92)",

271 0
V= 0 Zk+2

é o fibrado normal. O determinante é z2. Entéo det (J/J2)V =0(-2), Ky =
0(-2), e portanto t1*Kx = 0.

12.2 Simetria do Espelho Homologica
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Apéndice A
Teoria de Categorias

A.0.1 DEFINICAO. Uma categoria C é uma colecdo de objetos Ob e, para
cada dois objetos A,B € Ob, uma colecdo de morfismos Homc(A, B) entre eles.
Denotamos por f: A — B um morfismo entre A e B. Exigimos que exista
uma composi¢io o: Homg(A,B) x Homg(B,C) — Home¢(A,C) para quaisquer
objetos A,B,C € Ob tal que

1. a composicgio é associativa no sentido que (fog)oh = f o(goh) sempre
que essas composigoes sdo bem-definidas; e

2. para cada objeto A € Ob, existe uma identidade id4 € Hom¢(A,A) tal
que id4 of = f = f oidp para qualquer morfismo f € Homc(A,B).

A.0.2 Exemplo. O diagrama abaixo representa a categoria com dois objetos e
um morfismo entre eles:

e — o,

As identidades foram omitidas do diagrama.

A.0.3 Exemplo. Definimos a categoria Sets com objetos dados pelos conjuntos
e com morfismos dados pelas aplicagoes. A composicédo usual é associativa e
para qualquer conjunto A, idg of = f = foidp, onde f: A — B.

A.0.4 Exemplo. Seja C uma categoria. Definimos o dual C°° com objetos
Obcor := Obc e morfismos Homcor(A,B) := Homg(B,A). A composicdo no dual
é dada por goce f :=f oc g, onde oc é composicdo em C e ocor em C°P,

A.0.5 Exemplo. Seja X um espaco topolégico. Definimos a categoria Topy com
objetos dados pelos abertos U de X e com morfismos dados pelas inclusdes
U c 'V entre os abertos. As inclusoes séo aplicagoes, que tem uma composicdo
associativa. E claro que as aplicaces identidades idys,idy comutam com todas
as inclusées 1: U — V.

A.0.6 Exercicio. Mostre que as seguintes construcoes definem de fato catego-
rias:
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1. A categoria Grp com objetos dados pelos grupos e com morfismos dados
pelos homomorfismos de grupos.

2. A categoria Ab com objetos dados pelos grupos abelianos e com morfis-
mos dados pelos homomorfismos de grupos.

3. A categoria Ring tem os anéis como objetos e homomorfismos de anéis
como morfismos.

4. Dado um anel R, definimos a categoria R-Mod com objetos dados pelos
R-médulos e morfismos dados pelos homomorfismos de R-médulos.

A.0.7 DEFINICAO. Um funtor covariante & : C — D entre duas categorias C
e D leva objetos em C para objetos em D e também leva morfismos em C para
morfismos em D. Além disso, exigimos que

1. F(goh)=%(g)oF(h)para quaisquer morfismos combinaveis f,g de C;
e que

2. Z(idy) =idg4) para qualquer objeto A € Obg.

Um funtor contravariante % : C — D é um funtor covariante % : C°? — D.
Isso é equivalente a dizer que F(goh)=F(h)oF(g) em vez de Item 1.
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Lista de Simbolos

A" O espago afim de dimenséo n.

GL(n,Z) Matrizes inversiveis com entradas em Z cujas inversas também tem
entradas em Z

£(X) O ideal correspondente ao conjunto X.

k(X) Aplicagdes racionais na variedade X.

k[X]1 As aplicagoes regulares na variedade X.

klx1,...,x,] O anel de polinémios sobre o corpo k com variaveis x1,...,%,.
Sc O semigrupo associado ao cone C

V() A variedade correspondente ao ideal I.

Xc A variedade térica de um cone C.

Xz  Avariedade torica de um fan &.
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