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Definicées.
1. Espaco afim n-dimensional. O conjunto das n-uplas
A" = (Xq, oy Xp)
ondex; EK paratodol <i < n.
2. Variedade afim. Sejam f; (X), ..., f;n(X) polindbmios no anel K[x]. O conjunto

V(fi oo f) = {p € A" f1(P) = - = fin(p) = 0}

¢ a variedade afim definida pelas equagdes f;(p) = 0, ..., fn(p) = 0 onde K[x] denota o anel
de polindmios nas n variaveis Xy, ..., X, com coeficientes no corpo K.

Neste texto vamos considerar o dominio complexo, i.e., K = C.

3. Conjunto algébrico afim. Seja [ =(f},..,fn) o ideal gerado pelos polindmios

fi(X), ..., fm (X) entdo
V(D) ={peA"| fi(p) == fn(p) = 0 paratodo f € I}
é o conjunto algébrico afim definido por I.
4. Ideal da variedade. Seja V(fi, ..., f;,) € C" uma variedade afim ent3o
I(V) ={f(x) € C[x] | f(p) = 0 paratodo p € V}
é o ideal davariedade V.

5. Variedade irredutivel. Se X ¢ A" n3o pode ser representado como a unido de duas
subvariedades algébricas fechadas préprias, i.e., se para cada X;,X, € A" com X = X, U X,
implicaem X = X; or X = X,, entdo X é uma variedade irredutivel.

6. Topologia de Zariski. E a topologia sobre A" cujos conjuntos fechados s3o os conjuntos
algébricos.

7. Variedade térica. Uma variedade irredutivel que satisfaz as duas condi¢bes

(1) (C*)™ é um conjunto aberto de Zariski de V;

(2) A acdo de (C")™ sobre si mesmo estende-se para uma ag¢do de (C*)" sobre V, é
denominada variedade térica.



8. Mondémio de Laurent. Seja C[zy, ..., 2,,2z{ %, ...,Zz; 1] o anel dos polindmios de Laurent. Um
mondmio de Laurent é escrito como 1z% = /12;‘1 ...Z,O:" comleC ea=(a,.., a,) €7Z".
Um mondmio de Laurent estabelece uma fungdo z%: (C*)" - C".

9. Fungdo regular. Seja f: X —» K, onde X c A" é uma variedade afim, tal que existe um
polindmio g no anel K[x] satisfazendo f(x) = q(x) para todo x € X entdo f é uma fung¢do
regular.

10. Aplicagdo regular. Quando existem fun¢des regulares fi,...,f;, € X tais que f(X) =
(fl (%), ...,fm(x)) para todo X € X, onde f: X - Y com X,Y c A" variedades afins, temos que
f é uma aplicagdo regular.

11. Isomorfismo. Quando uma aplicagdo regular f: X — Y de variedades afins possui inversa
g:Y > Xtalquegof=1efog=1,f éumditaisomorfaa g e temos um isomorfismo.

12. Cone poliédrico racional. Seja X = {vy, ..., V;,} um conjunto de vetores em Z". O conjunto
o={XER"|x=A4vi+ -+ A,vm, 4 ER", A; >0}

E um cone poliédrico. Os vetores vy, ...,V,, sdo os geradores do cone . Se X = @ entdo
o = {0} é o cone nulo. O cone é dito fortemente convexo quando o N (—a) = {0}.

13. Cone dual poliédrico racional. Seja ¢ c R"™ um cone poliédrico racional fortemente
convexo entdo o conjunto ¥ c R™ dado por

oV ={x€R"|(x,u) =0 paratodou € g }
E o cone dual poliédrico racional de n-dimensional.

Gerando variedades toricas a partir de cones.

Considere ¢: (C*)™ - C" dada por

(24, ..., zp) = (2P1, ..., 2Pn)
onde py, ..., Py € Z™ geram gV N Z™.

Entdo a variedade térica X, é o fecho de Zariski da imagem de ¢ que por sua vez é uma

variedade térica afim. Observe que a aplicagdo Y:Z" - Clzy, ..., Zp, 2] %, ..., Z; *] levando
04 o , . . oy

a=(ay,..,ay) »z%=2z"..2," é um isomorfismo entre o grupo aditivo Z" e o grupo

multiplicativo dos polindmios mdnicos de Laurent.

Com software Sage-5.1 obtemos as figuras do cone e seu dual bem como a base de Hilbert que
gera o cone dual.



Exemplo 1. Considere o cone o = {e,, 2e; — e,} em R? mostrado na Figura 1. Seu cone dual é
mostrado na Figura 2 cujo conjunto de geradores é dado pela base de Hilbert: {e;,e; +
2ey,e1 + ey}
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Figura 1. Cone o = {e,,2e; — e,} © R2.
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Figura 2. Cone dual 6V = {e;,e; + 2e,,e; + e,} © R?

Sabendo que os mondmios médnicos de Laurent em C? sdo isomorfos aos vetores (vy,v,) € 72
por meio de ¥ temos que (a4, az, az) = (e, e; + 2e,,e; + e;) corresponde a

Uy = Zq, Uy = Z1Zp e Uz = Z]_ZZZ == Uiuz = u%
pois @y + a3 = 2a,. Avariedade tdrica afim correspondente ao cone ¢ é, entdo, dada por
— 3 2 —
V() ={p€C’|pps—p5=0}

onde p = (p1,P2, P3)-



Exemplo 2. Considere o cone o = {e,e,,e; + e3,e, + e3} em R3 mostrado na Figura 3. Seu

cone dual é mostrado na Figura 4 cujo conjunto de geradores é dado pela

base de Hilbert:
{es,er,e; + ey —e3,e5}
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Figura 3. Cone 0 = {e;,e,,e; + e3,e, + e3} C R3
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Figura 4. Cone dual 0V = {e;,e;,e; + e, —e3,e,} © R3,



Sabendo que os mondmios monicos de Laurent em C3 sdo isomorfos aos vetores (vq, V5, V3) €
Z3 por meio de Y temos que (ay, @z, as, a,) = (eq,e,,e3,e; + e, — e3) corresponde a

U =2y, Uy = Zp, Uz = Z3, Uy = Z1 2373 & = Uy = UgUp U3
pois a; + a, = a3 + a,. Avariedade térica afim correspondente ao cone o é, entdo, dada por
V() ={p € C* | p3ps— p1p2 =0}
onde p = (p1, P2, P3, P4)-

Exemplo. 3 Considere o cone o = {(0,1,0),(3,—1,—2),(1,5,0), (0,1, —7)} em R3 mostrado na
Figura 5. Seu cone dual é mostrado na Figura 6 cujo conjunto de geradores é dado pela base
de Hilbert: {(0, 1, 0), (3, -1,-2),(1,5,0), (0, 1,-7), (0, 1, -2), (1, 0,-3), (O, 1, -6), (O, 1, -4), (0,1, -1),
(0,1,-3),(1,0,-1),(2,0,-2),(0, 1,-5), (2, 2, -1)}.
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Figura 5. Cone ¢ = {(0,1,0),(3,-1,-2),(1,5,0),(0,1,—-7)} c R3

Figura 6. Cone dual 6¥ ¢ R3.



Sabendo que os mondmios monicos de Laurent em C3 sdo isomorfos aos vetores (vq, V5, V3) €
Z3 por meio de 1 temos que (ay, ay, as, a,, as, ag, a, ag, aq, d1g, 11, A12, A13) = ((1, 0, 0),
(0,0,-1),(-5,1,-8),(3,7,1), (-4, 1,-7), (0,1, -1), (0, 2,-1), (1, 1, 0), (-3, 1, -5), (1, 2, 0), (-2, 1, -
4),(-1, 1, -2), (1, 3, 0)) corresponde a

— — -1 - ,=5, ,—8 — 3,7 — 4, =7
Uy =2y, Up =237, U3 = 21 72323, Uy = 2122273, Us = Z1 Z3Z3

-1 2.1 _ _ -3 -5 _ 2
Ug = 22237, Uy = 23737, Ug = Z1Z3, Ug = Z1 " ZZ3", U9 = Z12;

=2 . —4 -1 -2 _ 3
Uq1 = 21 72223 7, Uyp = Zy 2237, Uy3 = Z1Z;

Se fizermos Det[{a;, aj, a}l, 1 <i<j<k<13, obtemos 27 determinantes nulos, o que
significa que temos 27 combinagdes lineares trés a trés entre os vetores ay, ..., @13 sobre os
inteiros. Dessas, apenas 12 sao independentes:

(aq,ag, aqg), (aq, ag, as3), (az, ag, az), (as, ay, a;), (as, ay, aq), (az, as, asz)

(a3, a4,a43),(as, ag,a41),(as,ag, a11), (ae, ag, as2), (a;, ay, ay2),(a;, aq,a,3)

Temos:
_ — =1, _ 5,,-8
Z1 = Uy,23 = Uz ", 23 = UgUjU,
— ,3,,-1 5,-8\7 _ .38 -57.7
= u, = udur (usuiuz®) = udtuz®"u}
A variedade térica afim correspondente ao cone o €, entdo, dada por
V(ly) ={p € €3 |p,p3” — p3®p] = 0 A outras 9 equagdes polinomiais }

onde p = (py, ---, P13)-



