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1. OBJETIVOS E METODOLOGIA

Estas sao notas de aula para um minicurso de verao cujos objetivos
sao: chegar de maneira rapida a temas atuais de pesquisa e discutir
problemas em aberto. O titulo proposto para o minicurso foi

APLICACOES DA TEORIA DE LIE A GEOMETRIA SIMPLETICA.

As aplicagoes que quero apresentar apareceram recentemente em tra-
balhos conjuntos com os professores Luiz A. B. San Martin e Lino
Grama da Unicamp [GGS1], [GGS2|, e também com meu aluno de
doutorado Brian Callander [C], [CG]. Uma versao resumida destes
resultados estd em [CGGS].

Vou apresentar o curso no formato de trabalho de um pesquisador. A
pesquisa cientifica muitas vezes acontece assim: primeiro encontramos
um resultado motivador que nos deixa curioso, e entao saimos procu-
rando como entender detalhes, buscamos defini¢oes, estudamos teorias
bésicas, lemos alguns livros, paginas da wikipédia, perguntamos a ami-
gos, etc; seja ld o que for que nos ajude a compreender o texto. Cada
vez que compreendemos mais uma parte da teoria, voltamos a reler o
resultado que nos interessa, e assim avancamos até entender os deta-

lhes. Proponho estudarmos o seguinte resultado motivador:
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* Teorema [GGS1| Seja b a subélgebra de Cartan de uma élgebra de
Lie complexa semissimples. Sejam dados Hy € h e H € hr com H um
elemento regular. A funcdo altura fr: O (Hy) — C definida por

fu(x)=(H, ) z € O (Hy)

tem um numero finito (= |[W)|/|Wh,|) de singularidades isoladas e da
a O (Hy) uma estrutura de fibracao de Lefschetz simplética.

Uma das razoes pelas quais este resultado é interessante é que ele
combina duas areas distintas da matemética que a priori nao parecem
estar relacionadas — a teoria de Lie e a geometria simplética.

Quero aproveitar os exemplos dados por este teorema para ilustrar
conceitos de topologia algébrica basica de maneira nova. Se lemos sobre
homologia, homotopia, ou cohomologia, os livros textos sempre dao os
mesmos exemplos: R”, esferas S™, espagos projetivos reais RP", espacos
projetivos complexos CP" e superficies de Riemann. Ficamos com a
impressao errada de que estas teorias terminaram no século passado, e
nao é 6bvio como conectar estes temas com algo atual. Aplicando este
teorema as orbitas adjuntas de sl(2, C) e s[(3, C) vou apresentar exem-
plos novos onde estes conceitos de topologia algébrica fazem conexao
com problemas abertos de matemaética atual de ponta relacionada com
a famosa Conjectura Homoldgica da Simetria Espelho de Kontsevich.
Ou seja, quero tentar fazer um atalho no qual se vai rapidamente de
topologia bésica para conjecturas famosas.

Vou passar a maior parte do tempo explicando conceitos basicos de
topologia e geometria, e pretendo dar muitos exemplos. Na tltima aula
quero escrever alguns diamantes de Hodge e mostrar como podemos
calcular tais diamantes diretamente no computador usando conceitos
simples de geometria algébrica.

2. HOMOTOPIAS E FIBRACOES

Relendo nosso teorema x vemos que a conclusao é de que certos
espacos tem estrutura de fibragoes de Lefschetz. Claramente a con-
clusao é a parte mais importante do resultado, portanto a primeira
coisa que o pesquisador vai estudar. Logo, nosso primeiro objetivo é
o de enteder o que é uma fibracao de Lefschetz. A propriedade mais
importante de uma fibracao é que ela satisfaz a propriedade do levan-
tamento de homotopias. Seja I = [0, 1] com a topologia usual induzida
da reta.

Definicao 2.1. Sejam E e B espacos topologicos. Uma fibragao sobre
B € uma sobrejecao continua p: E — B tal que para cada homotopia
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H: X x I — B existe uma homotopia H: X x I — E satisfazendo
po H = H. Dizemos que H levanta H, e E chama-se o espaco total
da fibracao.

Agora precisamos definir homotopia. Além disto, em seguida vamos
necessitar o conceito de grupo fundamental para definir a representacao
de isotropia da fibracao.

Definicao 2.2. Sejam f,g: X — Y duas aplicacoes continuas. Uma
homotopia entre f e g € uma aplicacdo continua H: X x I —'Y tal
que H(t,0) = f(t) e H(t,1) = g(t). Dizemos que f e g sao homotdpicas
e denotamos isto por f ~ g.

Definicao 2.3. Um espago topolégico X ¢é contratil se a aplicacao
identidade em X € homotdpica a uma aplicacdo constante.

Exemplo 2.4. O espaco R™ € contratil.

Definicao 2.5. Dizemos que dois espagos topologicos X e Y sao ho-
motopicamente equivalentes se existem aplicacoes f: X — Y e
g:Y — X tais que go f ~idx e fog~idy.

Exemplo 2.6. Todo espaco contratil € homotopicamente equivalente a
um ponto.

Exemplo 2.7. O espago vetorial R™ sem a origem, R" — {0}, € homo-
topicamente equivalente o esfera S™1.

3. TEOREMA DA BOLA CABELUDA

Dada uma aplicacao diferenciavel f: M — N e um ponto regular x
de f definimos o sinal em x como

+1 se det(Jac(df (x 0
sg(w) = { —1 se detEJacgdexggg i 0 -

Definicao 3.1. Seja y um valor reqular de f, que sabemos existe pelo
teorema de Sard. O grau de [ € o inteiro deg(f) =3 ,c -1, $9(2).

Exemplo 3.2. A aplicacao identidade tem grau 1.

Exemplo 3.3. A aplicacao antipoda p — —p na esfera S™ tem grau
(_1>n+1_

Observacao 3.4. Um fato bdsico é que aplicagoes homotopicas tem o
mesmo grau. Portanto nas esferas S™ com n par, a aplicagcao antipoda
nao € homotopica a identidade.
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Veremos outra definicao de grau, que vale em maior generalidade
para quaisquer aplicagoes continuas. Para o caso especial de aplicacoes
entre esferas vale também a conversa. De fato:

Teorema de Hopf: Sejam f,g: S™ — S™ aplicagoes continuas. Entao
f ~ g se e somente se deg(f) = deg(g).

Vamos assumir este teorema sem demonstracao, e usa-lo para provar
o teorema da bola cabeluda, segundo o qual nao se pode pentear os
cabelos de uma esfera cabeluda sem deixar redemoinhos.

Teorema Todo campo diferencidvel de vetores tangentes & esfera S"
tem ao menos um zero.

Demonstracao. Suponhamos que o é um campo de vetores tangentes na
esfera S?" sem zeros. Uma homotopia entre a aplicacao identidade e a
antipoda ¢é obtida movendo cada z € S?" ao longo da geodésica (circulo
méximo) na diregdo de o(z) até chegar a —z. Mas isto contradiz a
observacao 3.4. U

Uma maneira menos deselegante de descrever esta aplicacao é a
afirmacao de que a todo momento existe sempre um local na terra
onde o vento nao sopra.

4. FIBRACOES DE LEFSCHETZ

A defini¢ao classica de fibragoes, dada em 2.1, diz que elas sao so-
brejecoes continuas que satisfazem a propriedade do levantamento de
homotopias.

Exemplo 4.1. O tipo mais simples de fibracao ocorre quando todas
as fibras sao difeomorfas. Mais ainda, temos o caso onde a fibra¢dao
p: E — B € localmente um produto. Seja F = p~'(b) a fibra sobre um
ponto b € B e suponhamos que B seja conexo. A condicao de ser uma
fibracao localmente trivial significa que cada ponto x € B tem uma
vizinhanga aberta U, tal que p~(U,) ~ U, x F. Neste caso chamamos
E de um fibrado sobre B com fibra F.

Uma das vantagens de considerarmos uma fibracao p: E — B é que
o espaco total E da fibracao fica descrito como uma colecao de espacos
de dimensdao menor, as fibras p~'(z) com z € B. Naturalmente o
primeiro caso a considerar é quando B tem dimensao 1. No caso que nos
interessa, o de variedades complexas, pedimos entao que seja B = P!
no caso compacto, ou B = C no caso aberto, e gostariamos que as fibras
fossem subvariedades lisas de F/. O problema com esta escolha é que tal
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tipo de fibragao quase nunca acontece. O proximo passo é admitir que
as fibras possuam singularidades. Resulta, de modo surpreendente, que
permitindo apenas o tipo mais simples de singularidades ja se abrange
uma boa maioria de casos.

Definicao 4.2. Seja f: C* — C uma aplicagao diferencidvel, dizemos
que f tem singularidade no ponto a se todas as derivadas parciais de
f se anulam em a, ou seja

of
al’i

Dizemos que a singularidade é nao degenerada se o determinante do
Hessiano de f nao se anula em a, ou seja

i (2L w) 0

No caso real, o famoso lema de Morse diz que existe uma escolha de
coordenadas tal que ao redor da singularidade nao degenerada a fungao
se escreve na forma

F@1, s tn) = f(@) 42t oA a? —ady = — 2

(a)=0 V1<i<n.

Como no caso complexo pode-se mudar z; por /—1z;, podemos esco-
lher todos os sinais como positivos.

Definicao 4.3. Seja X uma variedade complexa compacta de dimensdo
n com uma aplicagcio sobrejetiva diferencidvel f: X — P'. Dizemos
que f € uma fibragao de Lefschetz topolégica (FLT) se satisfaz as
sequintes propriedades:

(1) A diferencial df € sobrejetiva fora de um conjunto finito de pon-
tos {Q1,...,Q,u} C X.
(2) Sempre que p € P\ {f(Q1). ... F(Qu)}, as fibras f-(p) sio

variedades complexas lisas homeomorfas entre si.
(3) Para cada i existem pequenos discos QQ; C Ug, e coordenadas
(zo,...,x,) € Ug, tais que f(xg,...,x,) = f(Qi)+ai+---+22.
(4) f restrita as fibras regulares € localmente trivial.

Exemplo 4.4. Donaldson [Do| mostrou que apds blow-up em um nimero
finito de pontos toda variedade simplética de dimensao real 4 admite
uma estrutura de fibracao de Lefschetz.

Observacao 4.5. Note que permitir blow-ups em alguns pontos é uma
condicdo necessdria em 4.4, por exemplo, ndo existe fibracio P? — P*.
Uma maneira de provar isto é usando a caracteristica de Fuler, o que
veremos na prorima Se¢ao.
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Nosso resultado = da exemplos de fibracoes de Lefschetz em di-
mensoes maiores do que 4, nos quais o espaco total da fibragao é uma
orbita adjunta. Dentro destas fibragcoes vamos querer procurar ciclos
evanescentes, que vivem na homologia média da fibra regular, mas mor-
rem na homologia da fibra singular.

5. HoMoLOGIA

Existem muitos tipos de homologia: simplicial, singular, celular, a
suporte compacto, ciclica, de Borel-Moore, de grupos, de &lgebras,
de Hochschild, de feixes, de Floer, de intersecao, de Morse, de Steen-
rod, persistente, étale, etc. Cada vez escolhemos aquela que for mais
adequada ao problema que precisamos tratar. Fica a pergunta geral:
quando uma teoria pode ser chamada de homologia? Resposta: quando
ela satisfaz os axiomas de Eilenberg—Steenrod, ver [Sp].

Axiomas de Eilenberg—Steenrod: Uma teoria de homologia (H, J)
consiste de:

e Um funtor covariante da categoria de pares de espagos topolégicos
e aplicagoes para a categoria de grupos e homomorfismos de
grau 0, isto ¢é, (X, A) — {H, (X, A)}.
e Uma transformacao natural de grau —1 do funtor H em (X, A)
para o funtor H em (A, (), isto é, 9,: Hy (X, A) — H,1(A,0).
Tais que os seguintes axiomas sejam satisfeitos:
(1) Axioma de homotopia Se fo, fi: (X,A) — (Y, B) sao ho-
motodpicas, entdo H(fy) = H(f1): H(X,A) — H(Y, B).
(2) Axioma de exatitude Para cada par (X, A) com inclusoes
it AC X ejC(X,A) existe uma sequéncia exata

Hq (i)

OB 19 m,(x) 9 m(x, A)

XA Hiafd)

H,y(A) Hya(A)

(3) Axioma de excisao Para cada par (X, A), se U é um sub-
conjunto aberto em X tal que U C int(A), entdo a aplicacio
de excisao j: (X \ U,A\U) C (X,A) induz um isomorfismo
H(j): HX\UA\U) ~ (X, A).

(4) Axioma de dimensao Se P é um espago com um ponto, entao

Z se q=0
Hq<P)_{0 se q#0.

Uma das consequéncias mais importantes destes axiomas é o teorema
de Mayer—Vietoris.
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Teorema (Mayer—Vietoris) Se X = AU B com A e B abertos em X,
a sequéncia longa de Mayer—Vietoris dd H,.(X) em termos de H.(A) e
H.(B). A seguinte sequéncia longa é exata:

-—= H,(ANB) = Hy(A)® Hy(B) - H/(X) = H,_1(ANB) — - --.

Exemplo 5.1. Homologia das esferas.

" 7 se =0,n
") = ‘

0 caso contrdrio.
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